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Lms élèves qui traTersent chaque année les classes de mathé- 
matiques ne signalent que trop souvent , par leur indifférence , un 
rice bien grave de renseignement qu'ils y reçoivent, le défaut 
d'applicatioiiâ pratiques. On a remarqué en effet que là oii les 
professeurs avaient pu éveiller l'intérêt des jeunes gens, en met- 
tant sous leurs yeux des résultats inmiédiatement applicables aux 
^ usages de la vie et aux besoins de la société, le nombre de ces 
* élèves inertes qui viennent user leur temps dans les classes 
} avait sensiblement diminué. C'est pour contribuer à cette utile 
S réforme que j'ai composé cet ouvrage» Toutefois je n'ai pas 
oublié que , dans un livre destiné à l'enseignement universitaire , 
les applications pratiques ne devaient être qu'un accessoire , et 
qu'il convenait en conséquence qu'elles fussent peu nombreuses, 
mais bien choisies. J'ai empipnté la plupart aux arts de cous*- 
troction, à l'établissement des machines, au dessin linéaire 
et au levé des plans, et qoelques-^mes â la phjâque et à 
rastronomie. 

Je suis revenu à Fancteniie division de 1^ géométrie en trois 
parties, les lignes, les surfaces et les corps: car j'enavab rc-> 
connu les nombreux avantages dans le comrs de géométrie 
appliqué» ««x ari9, dont la ville de IHjon m'avait chargé en 
1826^ et j'ai adopté Ja méthode qu'avait încliquée pour les dé- 
nionâtrations relatives aux incommensurables , le savant mo* 
deste, l'homme de génie, dont les Sciences et l'Université dé- 
firent la perte récente* 

Edairé par une longue expérience , et fort surtout de l'auto- 
rité du Conseil de perfectionnement de l'éoole polytechnique, 
qui a recommandé exchisivement ia méthode infinitésimale 
dans l'exposition des principes de la mécanique rationnelle , j'ai 
en recours à cette méthode toutes les fois que l'occasion s'en 
est présentée. Mais , pour conserver à la géométrie sa qualité 
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la plus précieuse , cette sévérité qui donne aux preuyes toute 
la rigueur dont elles sont susceptibles, et en lait ainsi le 
cours de logique le plus parÊdt, j'ai du constater, par des 
raisonnemens à l'abri de toute atteinte, l'exactitude des ré- 
sultats fournis par la considération des infiniment petits. 

J'ai pris pour définitions des tangentes, des plans tangens 
et delà similitude, celles mêmes qu'on en donne dans P ap- 
plication de Valgèbre à la géométrie. Par là j'évite aux 
élèves l'obligation toujours très -pénible de substituer plus 
tard de nouvelles idées à celles qu'ils avaient acquises; par 
là j'ai considérablement simplifié une partie de la géométrie 
que les jeunes gens regardent tous comme très-dififîcile, puis- 
que ma théorie des corps semblables ne difiOère en rien de 
celle des figures planes semblables. En modifiant de même 
la définition de la symétrie dans l'espace , j'en ai &it un cas 
particulier de la similitude» Aussi j'ose espérer que les per- 
sonnes qui liront ces théories avec le soin que réclame leur 
importance, y reconnaîtront la véiitéde ce précepte proclamé 
par Lapluce, et que j'ai eu constamment présent à l'esprit « Pré- 
» lérez dans l'enseignement les méthodes générales; attacbee- 
» vous à les présenter de la manière la plus simple, et vous 
» verrez en même lAmps qu'^vsr sont les plus Êiciles. » 

J'ai eu soin de donner de nombreux exemples de toutes 
les difficultés de calcul qui arrêtent si souvent les élèves dans 
les examens; enfin, pour la commodité de:» px-ufesseurs qaî 
voudraient se borner à un cours tout-à-Êdt élémentaire, tel 
qu'il convient, par exemple, aux élèves des écoles normales 
, primaires, j'ai rédigé la table des matières d'après le pro^ 
gramme arrêté par le Conseil royal de Vinstruction pu^ 
blique pour renseignement de la géométrie dans les classes 
de troisième des collèges royaux de Paris et de Versailles, 
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NOTIONS PRELIMINAIRES. 

1 • « J^ÂVÂHCS mon bras dans l'obscnritë^ dit M. Biot dans son 
» excellent traité de plij^siqne; il rencontre un obstacle qui 
» l'empêche de s'étendre; ma main , promenée sur cet obstacle, 
» trouve qu'il est limité , qu'il finit à certains endroits, commence 
» à d'antres, et qa'autonr de lui l'espace est libre : j'en conclus 
3» qae cet obstacle existe , ou parait exister hors de moi , dans une 
» certaine portion de l'espace de laquelle son existence m'exclut^ 
1» d'après cela je l'appelle un corps» Le premier de ces phéno- 
Ti mènes, la limitation, est le caractère de l'étendue ^gur^e, 
B c'est-à-dire donée d'une forme* Le second^ l'exclusion des 
» autres corps, est le caractère que l'on daigne par le zu>m 
3» ê^ impénétrabilité, n L'étendue et l'impénétrabilité, yoilà les 
deux propriétés essentielles de la matière. Or il est possible > 
sinon de réaliser, an moins de concevoir des portions de l'espace 
qui seraient terminées de toute part, sans être pour cela impé- 
nétrables : c'est là précisément ce que nous ferons dans tout le 
cours de cet ouvrage. Ainsi un corps ne sera, pour nous, 
qu^une portion de V espace indéfini, pÉNiTRABLE, DmsiBf.B et 
FiGUBii. Cette portion de l'espace a toujours trois dimensions : 
longueur, largeur et épaisseur. Cette dernière prend quelque- 
fois le nom de hauteur ou de profondeur. 

2. Les limites des corps s^appillent surfaces. Les surfaces 
Bont étendues en longueur et en largeur seulement. 

3* Lorsque deux surfaces se rencontrent, leur intersection est 
leur limite commune, et on l'appelle ligne. Ainsi les ligues sont 
les limites des surfaces. Elles ne sont étendues qu'en longueur. 

1 
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4. Lorsque deux lignes se rencoBtrent, leur intersection est 
leur limite commune, et on Fappelle poinu Ainsi les points sont 
les limites des lignes. Le point n'a pas d'ëtendue^ 

5. Un c(Mrp8 ne saurait exister sans réonir les trois dimensions 
de l'étendue. Ainsi les snrfsices^ les lignes et les points n'existent 
pas indépendamment du corps, de la sorfacé , on de la ligne auxr 
quek ils serrent respectivement de limites; cependant nous pou- 
vons très-bien, par une abstraction de notre esprit, les considé- 
rer isolément Quand on se propose, par exemple, de mesurer la 
profondeur d'un étang, on ne s'occupe nullement de sa longueur 
et de sa largeur; tandis que si l'on veut en évaluer la surface, 
c'est de la profondeur au contraire qu'il n'est plus question. 
Mais on sent que si l'on a besoin de connaître la quantité d'eau 
contenue dans cet étang, on devra avoir égard à la fois à ses 
trois dimensions» En conséquence nous étudierons successive- 
ment les propriétés des lignes^ des surfaces et des corps consi- 
dérés relativement à leur étendue , et nous apprendrons à les 
mesurer. Tel est l'objet et la division naturelle de la géométrie. 
Nous définirons donc la GioxiT&u une science qui a pour ob- 
jet V étude des propriétés de Vétendue et la mesure de cette 
.étendue* 

& On distingue trois sortes de lignes: la droite, la brisée 
et la courbe» 

7. La ligne droite est le plus court chemin pQur aller 
d^un point à un autre. Cette définition est insuffisante en ce 
sens qu'elle ne saurait donner l'idée de la ligne droite à celui 
qui n'aurait pas déjà acquis cette idée. Mais ceci est peu impoi^ 
tant : car il n'est personne qui ne sacbe très-bien ce que c'est 
qu'une ligne droite. Au reste nous observerons que cette défini- 
tion revient à cet axiome sur lequel repose toute la géométrie: 

8. Entre deux points donnés on ne peut tirer qu'une 
lifpie droite. 

9. D'oii il suit que deux droites distinctes ne peuvent avoir 
qu^un seul point commun. 

10. Remarquons que la ligne droite, qui joint deux points ^ 
étant le plus court cbemin pour aller de Fun à l'autre , est la 
mesure naturelle de la distance de ces deux points. 

11. Une Ugne URiséi est un assemblage de lignes droites 
consécutives que Pon appelle ses côtés. 
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12» Une ligne courbe est une Ugne qui n^est ni droite ni 
composée de lignes droites, 

ÀB est une ligne droite, AGDB une ligne brisée, et Â.MB ^'^S- ^* 
est ane ligne courbe. 

13. Il est dyident que Ton peut mener d^un point à un autre 
une infinité de lignes courbes ou brisées, 

14. Il suit des définitions mêmes du point et de la ligne (3 
et 4 ) que Fon peut regarder une ligne comme engendrée par 
le mouvement £un point, et une surface par le mouvement 
éPune ligne, 

1 5. De même qu'il y a des lignes droites et des lignes courbes, 
de même il y a aussi des surfaces planes et des surfaces courbes* 

Ijâ. surface plans ou le plan est une surface sur laquelle 
prenant deux points à volonté et les joignant par une ligne 
droite , cette droite est tout entière sur la surface* Il suit de 
là que I pour vérifier si une poitîon de surface est plane, il n'y a 
qu'à Ini appliquer Varète ^une règle bien dressée, et voir si, 
daDs chaque position, la règle coïncide exactement avec la surface. 

1 G» Une sur/ace courbe est celle qui n^est ni plane ni com^ 
p osée de surfaces planes^ 

THéOR&UB. 

\7* Trois points qui ne sont pas situés ,en ligne droite dé- 
terminent un plan y ifest-à^dire qu'on peut toujours faire 
passer un plan par ces trois points , mais qu'on ne peut en 
Jaire passer qu'un. 

Soient A , B , G ces trois points. Joîgnons^n deux, quelconques , Fîg. s. 
A et B, par exemple, par une ligne droite. On pourra évidem- 
ment (15) £aiire passer un plan par la droite AB,et, si l'on conçoit 
que ce plan tourne autour de cette droite, il viendra bientôt 
s'appuyer sor le point G : donc déjà on peut faire passer un 
plan par les trois points A , B, G. 

Je dis maintenant que l'on n'en pourra faire passer qu'on seul. 

Supposons, en efiet, qne l'on poisse mener un second plan par 

les trob points A^ B, G, et joignons AG et BG. Il suit de la 

définition du plan que les trois droites indéfinies AB, AG et BG 

seront toot entières dans chacun des deox plans. Gela posé, tirons 

une ligne droite indéfinie HN par un point quelconque M du se- 
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cond plan et un point situe dans la portion de ce plan comprise 
entre les droites AB, AGetBG: il est clair qu'elle coupera 
nécessairement deux de ces droites , sans quoi elle aurait deux 
points communs avec la troisième, ce qui est absurde (8) : donc 
elle aura deux points dans chaque plan , et par conséquent elle 
y sera tout entière. Donc tout point M du second plan est en même 
temps dans le premier; donc ces deux plans coïncident; donc 
trois points non en ligne droite déterminent un plan. 

^i& ^ 18. Deux droites^ AB et GD^^ui se coupent^ déterminent 
hussi un plan» 

Marquons y en effet, les deux points B et D sur les droites AB 
et G D. Il sera toujours possible de faire passernnplanpar les trois 
points B, 0, D qui ne sont pas en ligne droite, et ce plan con- 
tiendra les droites AB et G D : car chacune aura deux^pcûnts dans 
ce plan; déplus, on n'en pourra faire passer qu'un seul, sans 
qooi deux plans pourraient avoir les trois points communs B, 0, D 
sans coïncider. Donc par deui^ droites qui se coupent on peut 
faire passer un plan , et l'on ne peut en faire passer qu'un : donc 
deux pareilles droites déterminent un plan. 

Le procédé que suit le tailleur de pierre pour exécuter une 
surfieice plane, est fondé sur ce théorème. U forme, sur deux bords 
contigus de la pierre, deux bandes sur lesquelles il puisse appU- 
quer l'arête de sa règle, et alors il y trace ayec la pierre noire 
deux lignes droites qui te coupent. Puis, regardant ces lignes 
comme deux directrices fixes, il fait glisser sur elles l'arête de 
sa règle, et il ôte de la pierre tout ce qui empêche cette arête de 
s'appliquer exactement dans tous les sens sur les deux droites. 

thécaIms. 

19. Vintersection de deux plans est une ligne droite f et 
celle de trois plans est un, point» 

1.0 D'abord l'intersection de deux plans est une ligne (3); or, 
si cette ligne n'était pas droite, les deux plans dont il s'agit coïn- 
cideraient : car ils auraient plus de deux points communs qui 
ne seraient pas en ligne droite (17). 

2fi L'intersection de trois plan^, n'étant évidemment que l'in* 
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lersectjoo de Tan d'eux avec la droite snirant lacjuelle se coupent 
les deux antres , sera par oonsëquent un point. 

20. On ne considère dans la gëomëtrie ëlëmentaire qu'une 

teule espèce de ligne courbe, la circonférence du cercle» On 

appelle ainsi une ligne dont tous les points sont situés sur 

un même plan, et également éloignés d^un autre point pris 

dans ce plan* Ce point se nomme le centre. ABGD est une P^g- '• 

circonférence dont est le centre. Les lignes qui, comme OA, 

Tont do centre à la circonférence, se nomment rayons. Il est 

yisible que tous les rayons sont égaux, puisqu'ils mesurent les 

distances du centre aux différens points de la circonférence (10). 

On appelle diamètre une droite qui , passant par le centre. 
Ta se terminer à la circonférence* Un diamètre est donc la somme 
de deux rayons, et ainsi tous les diamètres sont égaux. 

Une partie quelconque de la circonférence se nomme arc; 

ainsi AB , B€, sont des arcs* 

La partie du plan enveloppée par la circonférence est 

21 • Il est clair que l'on décrira une circonférence en fixant snr 
un plan une des pointes d'un compas ouvert, et en faisant tourner 
l'antre pointe autour de la première, de manière qu'elle ne quitte 
pas le plan. 

Bemarquons que l'empreinte laissée sur le plan par la pointe 
mobile n'est pas rigoureusement une ligne : car elle a néces- 
sairement de la largeur; mais aussi qu'elle en différera d'autant 
moins que cette pointe sera plus fine. La pointe à tracer devra 
donc être aussi aiguë qu^il sera possible. 

22. Si le rayon de la circonférence à décrire surpasse l'écar- 
tenaent dont sont susceptibles les deux branches du compas, on 
emploie une règle armée à l'une de ses extrémités d'une pointe 
fixe A , et pouvant glisser dans nn bracelet en cuivre auquel est Ffg. 9. 
attachée une autre pointe B. Ce bracelet se fixe sur la règle au 
mpyen d'une vis de pression, de sorte que l'on peut ainsi amener 

les deux pointes à telle distance invariable que l'on veut 

23. Enfin si le rayon de la circonférence à décrire doit être 
très-grand, on fait usage d'un cordeau bouclé à ses extrémités; 
on passe dans l'une des boucles ime pointe fixée au centre , et 
dans l'autre la pointe à tracer. Il faut avoir soin de tenir le cor-^ 
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deau toujours ëgalement tendu, et d'empêcher les boucles de glis- 
ser le long des pointes, afin que la longueur du rayon reste 
invariable. 

Le tracé des circonférences se présente sans cesse dans le 
dessin linéaire et dans la pratique des arts : car les roues des 
machines, par exemple, les meules des moulins, les tronçons 
des colonnes, les cintres des portes et des fenêtres, etc», sont 
terminés par des circonférences ou par des parties de circoib- 
férence» 



PREMIÈRE PARTIE. 



DES LIGNES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DU TRACÉ BT DE LÀ MESURE DES LIGNES DROITES. 

N. S. Dans cette première partie et dans la première section 
de la seconde nous supposerons tontes les figures tracées sur 
im ixiême plan. 

24* Deux droites qui ont deux points communa^ coïncident 
dans toute leur étendue. 

Soient en effet ZX et Z'X' deux lignes droites, et supposons FIg. 6. 
qne Ton porte la seconde sur la première en plaçant les points 
A' et V! respectirement sur Jes points A et R* D'abord il est clair 
^qœ les deux droites coïncideront parfiittement dans l'intervalle 
de A à B (8); mais en sera-t-il de même au-delà de ces points ? 
Supposons qu'elles se séparent en € , de sorte que Z'X' prenne 
la position ABC Y, et faisons tourner cette dernière autour 
de A jusqu'à oe que le point quelconque T soit Tenu se placer sur 
un certain point X de la première droite. Il est cïlair que tous 
les points de AB Y, à l'exception de A, auront participé à son 
mouvement, et qu'ainsi tous ceux de ses points qui se trouvaient 
sur ABX s'en seront détachés. Nous aurons donc ainsi deux 
droites distinctes de A en X , ce qui est absurde: donc il était pa- 
reillement absurde de supposer que les deux droites pussent se 
séparer; donc elles coïncident entièrement. 

25. GO&OLI.ÂUUI. Deux points donnés déterminent la po- 
sition tPune droite .* car on peut évidemment tirer une ligne 
droite par ces deux points (7), et nous venons de voir qu'on ne 
peut en faire passer qu'une. 

26. Pour tracer une ligne droite par deux points donnés sur 
un plan (ces points y sont repr^entés par deux empreintes faites 
avec une pointe très-fine), on applique sur ce plan une règle 
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dont une des arêtes passe à égale dbtance des deux points , et 
aussi près de chacun que le comporte l'épaisseur de la pointe à 
tracer, et il n'y a plus qu'à faire glisser cette pointe le long de 
l'arête, en ayant soin toutefois de maintenir la règle dans une 
position invariable (a). 

27. Lorsque la ligne doit être un peu grande, ce qui arrire 
quand on veut tracer, par exemple, une allée dans un jardin, on 
tend, entre les deux points donnés, un cordeau avec des piquets, 
et ce cordeau prend sensiblement la forme de la ligne droite 
qui les unit. Je dis sensiblement : car on démontre dans la sta* 
tique qu'il est impossible de tendre rigoureusement un fil en 
ligne droite, à moins que sa direction ne soit verticale, ou qu'il 
ne soit appuyé sur un plan qui l'empêche de se courber; mais 
aussi qu'il se courbe d'autant moins que la tension qu'il éprouve 
est plus considérable* Si donc on tend fortement sur un plan un 
cordeau, préalablement frotté d'ocre ou de blanc d'Espagne ^ 
puis qu'on le pince pour le laisser retomber Xaplomh sur le 
plan, il y tracera la ligne droite demandée. Tel est le procédé 
qu'emploient les charpentiers. 

28. Si l'on a une droite fort grande à tracer, s'il s'agit, par 
exemple, de percer une roule ou de creuser un canal, on se 
contente de marquer un certain nombre de points de cette ligne. 

T%. 8. Pour cela, on plante aux deux points donnés À et B deux jalons 
bien verticaux (6), oe dont on s'assure ea comparant leur di- 



(a) Ce procédé exige que la règle que Ton emploie 5oit parfaitement dres- 
sée. Pour 8*as8urer qu'elle jouit de cette qualité, le moyen le plus simple est 
de placer l'œil dans le prolongement de l'arête que l'on veut vérifier^ et cette 
I arête ne doit paraître alors que comme un seul point , parce qu'en effet la 

! lumière se propage d'un point à un autre, en 8ui>'ant la ligne droite qui les 

unit. 
On peut encore vérifier três-dmplement une règle de la manière suivante. 
I Tracez avec votre règle une ligne sur un plan , et marquez deux points 

I Fig. 7. A et B sur cette ligne; puis, retournant la règle bout pour bout, de manière 

que la même face soit toigours appuyée sur le plan, tirez une seconde ligne 
: par les points A et B. On sent que les inégalités qui se trouvent d'un côté de 

la première ligne seront ainsi reportées du côté opposé de la seconde , et que 
\ par conséquent ces deux lignes ne pourront coïncider que si la règle est par- 

faitement droite. 

' (6) Un jalon est un bâton bien droit , d'environ deux mètres de longueur, et 

dont un des bouts est tenniné en pointe pour que l'on puisse l'enfoncer plus 
fiicilement dans la terre. 
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rection à celle d'un fil à plomb ; puis, se plaçant à un mètre environ 
de l'un d'eux A, on Eût planter d'autres jalons à dlfiereos points 

C) D^E, 9 de manière qu'en regardant aTec un seul œil, 

le premier jalon A couyre la file de tous les autres. Alors tous 

ks points CyDyE, sont dans la droite AB. 

En efiet tout le monde sait que la direction de la pesanteur^ 
c'e8t-à--dire de cette force inconnue qui fait descendre les corps 
▼ers la terre lorsqu'ils sont abandonnes à eux-mêmes, est celle 
même d'un fil à plomb en équilibre* Cette direction de la pe- 
santeur ou du fil à plomb ^ dans le lien que l'on conûdère, se 
Borome la verticale de ce lieu 5 elle ra passer par le centre de 
la terre. Si donc on conçoit un plan par ce centre et par le 
rayon yisuel que l'on dirige parles axes de tous les jalons (17), 
ce plan contiendra tous ces axes (15): donc l'intersection de ce 
plan aTec la surface du terrain supposée plane est une ligne 

droite qui passe par les pieds A, €, D^ E B de tous les 

jalons (19). 

29. La ligne droite qui joint deux points étant, comme nous 
l'ayons vu (10), la mesure de leur distance, on sent combien il 
est important de savoir mesurer une ligne droite» Occupons^nous 
donc de cette question. 

PHOBLÂMB* 

Mesurer une droite donnée. 

Mesarer ime ligne droite , c'est chercber le rapport de cette 
droite à une autre que Von est convenu de prendre pour uAâté. 
Or si cette unité est contenue un nombre exact de fois dans la 
droite à mesurer, ce nombre est la mesure demandée; mais lors- 
qu'il n'en est pas ainsi, il faut cbercber s'fl v^y a pas une cer- 
taine longueur qui, étant contenue exactement dans l'unité li« 
nëaire et dans la droite donnée, soit par conséquent la commune 
mesure de tontes deux. Si l'on tronye, par exemple, que la droite 
donnée et l'unité linéaire contiennent respectitement 15 fois 
et 7 fois une même longueur, on en conclura que cette lon- 
gueur est le septième de l'unité linéaire, et qu'ainsi la droite à 
mesurer yaut quinze fois le septième de cette unité, c'est-à-dire 
qu'elle en est les 4^. Donc la mesure demandée est exprimée 
par une fraction dont les deux termes sont les nombres de me* 
sures communes comprises dans les deux droites que l'on a com- 
parées. (Quoique cette fraction ne soit pas assignable numéri- 
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quement lorsque la droite proposée est iacommenstirable avec 
l'unité, elle n'en existe pas moins, et nous verrons , dans nn ins- 
tant, que l'on peut, sinon l'obtenir exactement, du moins en ap- 
procher d'aussi près que Ton veut» 

30. La détermination de la mesure d'une droite est donc ra- 
Flg. 9. Bienée à la solution de ce problème : Deux droites AB et G D 
étant données^ trouver leur commune mesure si elles ert 
ont une* 

Si l'on raisonne sur les deux droites données comme on Fa fait 
dans l'arithmétique quand il s'est a^ de trouver le plus grand 
commun diviseur de deux nombres, on sera conduit à porter la 
plus petite CD sur la plus grande ÀB, autant de fois que la 
chose sera possible, et l'on trouvera qu'elle y est contenue deux 
fois de À en F avec nn reste FB ; de sorte que 

AB =2 CD + FB (1), 

Ce qui montre que G D n'est pas la commune mesure demandée» 
Mais on verra encore, comme dans l'arithmétique, que la pins 
grande commune mesure des droites AB et CD est la même que 
celle de CD et deFB. Je porte donc FB sur CD, et je trouve 
qu'elle y est contenue trois fois de C en 6, avec un reste GD : 
donc 

GD=3 FB + GD. (2). 

Je porte maintenant GD sur F B : elle y est comprise une fois , 
avec un reste IB : donc 

FB= GD + IB (3> 

Enfin, en portant IB sur GD, on trouvera qu'elle y est con- 
tenue trois fois exactement, et qu'ainsi 

GD = 3IB. 

IB est donc la plus grande conunune mesure des droites AB 
et GD. 

Concluons de là que pour trouver la plus grande commune 
mesure de deux droites ^ il faut leur appliquer la méthode 
donnée en arithmétique pour trouver le plus grand commun 
diviseur de deux nombres. En conséquence on est convenu d'ap- 
peler quotient le nombre qui indique combien de fois un reste 
quelconque est contenu dans le précédent» 

31» Maintenant que nous connaissons la commune mesure def 
droites AB et GD , il faut, pour évaluer leur rapport, détermi- 
ner combien de fois chacune d'elles contient IB. Or l'équa^ 
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tlon (3) nous montre que, comme GD=:3IB, FB yaudra 

3IB-|''B = 4IB* En remontant de même aux équations (2) 

et (1), on trouvera d'abord que CD vaut d'une part trois fois 

4IB oo 12IB, et de l'autre 5IB, ce qui fait 15IB; ensuite 

qae A3 contient deux foie 15IB ou SOIB, et encore 4IB, c'est- 

i-dire 3iJIIB« Donc, puisque la commune mesure IB est conter 

Bue trente-*quatre fois dans AB et quinze fois dans CD, on en 

conclut que le rapport de ces deux droites est |y, et que par 

consëqoent, si CD est l'unitë linéaire, cette fraction ^ est la 

aiesare ou la longueur de AB. 

32* N'eus appellerons désormais losgvbvb b'dus lichb le 
rapport de cette ligne à Puni té linéaire» 

33. Remarquons que cette fraction \j est nécessairement ir- 
réductible, sans quoi IB ne serait pas la plus grande commune 
mesure des droites AB et CD. On voit en effet que si l'on avait 
troiiTé^parexemple,AB = 35IB, auquel cas le rapport de AB 
à C1> serait ^, fracUon dont les deux termes sont divisibles 
par 5, ces deux droites auraient 5IB pour commune mesure: 
car alors A B et CD vaudraient respectivement 7 fois et 3 fois 
5IB. 

34. Lorsque deux droites A et B sontcommensurables, l'opé' 
ration du n.^ 30 se termine nécessairement : car si a etb in- 
diquent combien de fois elles contiennent cette commune me- 
sure K,onaA=aKetB = &K,de sorte que l'opération dont 
il s'agit ne diffère pas de celle qu'il faudrait exécuter sur les 
nombres a et b pour déterminer leur plus grand commun di- 
▼îseor, et celle-ci n'exige qu'un nombre fini de divisions. 

35. SI au contraire les droites A et B sont incommensurables, 
Topération ne peuf pas se ternuner (a) : car si l'on pouvait trou- 
Terun reste qui fût contenu exactement dans le précédent, ce 
reste serait une commune mesure des droites A et B. On ne 
pourra donc pas évaluer exactement le rapport de ces droites, 
et il faudra en conséquence se borner à des approximations. Or 
je dis que m, négligeant un reste quelconque , on regarde le pré- 
cédent, que je désignerai par K, comme la commune mesure 



(a) Observons qu'il n'en sera jamais ainsi dans la pratique : car on arrivera 
lûentût à un reste qui échnppera «us sens par sa petitesse. 
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des deux droites A et B, et qu'on en déduise leur rapport d'après 
la méthode du n.o 31 , la Taleur ainsi trouvée approchera d'autant 
plus de la véritable que le reste K sera plus petit Supposons en 
effet que les droites A et fi contiennent a fois et h fois la 
droite K avise des restes respectib « et /S, moindres que K. On 

A— et 

aura; A — fl(=a K, et B— -iS = 6R : donc le rapport 



est égal à -r ; maïs il est évident qu'il difi^re d'autant moins du 



A 

rapport - que et et jS sont plus petits (a), et que sa limite est 

précisément le rapport de A à B. Or, quelle que soit cette limite , 
qu'elle soit ou qu'elle ne soit pas assignable exactement en 
nombre y c'est elle qui est le rapport de A à B. On aura donc 
une valeur de ce rapport d'autant plus approchée que le reste 
pris pour commune mesure sera plus petit 

36* Les élèves qui connaissent la théorie des fractions con- 

A 
tinues i^rront facilement que le rapport -=- peut se développer 

en une fraction continue dent les fractions intégrantes auront 
pour dénominateurs les quotiens successifs que l'on trouve en 
cherchant la plus grande commune mesure des droites A etB; 



(a) Si cette assertion ne parait pas assez évidente ; on pourra dire : le rapport 

A — et K'^tt ^ X 

est compiis entre et -., ainsi que le rapport -. Or 

B--j8 *^ B B — jS ^ *^*^ B 

ces deux Bmites se rapprochent d'autant plus de celui-ci que a et jS sont 

plus petits; et comme ces quantités sont susceptibles de décroître indéfi^il- 

ment^ il s'ensuit que chacune de ces deux fractions, et à fortiori \e rapport. 

•—-g = j, poum différer d'aussi peu que Ton voudra du rapport ^. 

On ne saurait douter que les quantités « et jS n'aient zéro pour limite : 
car, si l'on considère trois restes consécutifs quelconques R, R', R'', on » 
R' ^ R". Mais R vaut au moins R' -[- R" : donc il est plus grand que 
SR''; donc un leste quelconque est moindre que la moitié da reste anté- 

précédent; donc le 2.«, le 4.«y le 6.«, restes sont respectivement plus 

petits que ^, \^ \^ de la plus petite droite B; donc après un 

nombre suffisant d'opérations on arrivera à un reste K moindre que toute* 
droite donnée (arith.* 295). Or « et /3 sont plus petites que K : donc ces. 
quantités ont bien zéro pour limite. 
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^e sorte que cette fraction contînne se terminera on ne se ter- 
minera pas suivant que ces droites seront ou ne seront pas 
tx>minensiurables. 

D&igDODS en effet par ^ , q, q\. ... les quotiens svccessifs, 
et par R, &'^ &")« • • • les restes correspondans» On aura donc 
cPabord : 

A 
Ce qui montre que le rapport-^ est égal au quotient q ang* 

mente du rapport — ; mais ce dernier est égal à l'unitë di- 

TÎaëe par ce rapport renrersé, c'est-à-dire par le rapport ^^ : 
donc 

s = v + -t c^î 

a 

On aura ensuite les ëgalitës 

B=9'R +R' 

R = 9"Il'+R" 

etc. 
desquelles on tire, comme font à Thenre, 

l-^ + i (2) 

|-=9" + ^ (3) 

etc. 
Substitnant,dans(l\ à ^ sa valeur (2); puis, dans Texpression 

IL 

résultante, à ^r sa valeur (3), et amsî de suite, on trouvera 

A 



définitive : 

On Toit ainsi qne les fractions trouvées en regardant succès^ 
sivement chaque reste comme la commune mesure des droites 
A et B sont précisément les fractions convergentes de cette 
fraction continue, de sorte que la valeur obtenue pour le rap- 
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port ^, en s'arrêtant à un certain reste , est effectîfement d'au- 
B 

tant plus approchée que l'on aura pousse Popëration plus loin. 

37. Il suit de là que si en cherchant la plus grande corn-- 
mune mesure de deux autres quantités homogènes à! et tf, 
on trouve la même série de quotiens que ceux auxquels a 
conduit la recherche de la plus grande commune mesure 
des droites À ef B , on devra en conclure que les deux rap^ 

ports zp^ et - sont égaux , et qu'on a la proportion 
B B 

A' : tf : : A : B. 

En eSe\y le rapport — étant la limite des fractions que l'on 

obtient en regardant successivement chaque reste de la première 
série d'opérations comme la commune mesiure des quantités 

A' 
A et B, le rapport ^ est aussi la limite de ces mêmes fractions. 

On peut donc trouver une quantité qui approche d'aussii près 

A A' 
que l'on voudra des deux rapports ^ et =■ : donc il ne peut pas 

y avoir de différence entre eux. 

38. On peut dire aussi ^ et plus simplement ^ que les deux 

A' A 
rapports -^ et— sont égaux, puisque si on les développe en 

fractions continues (36) , on trouvera pour tous deux la même 
expression. 

39. Lorsque, dans la pratique des arts, on a une ligne à 
mesurer, on évite de la manière suivante les opérations et les 
calculs des n/^ 30 et 31. Pour cela on commence par diviser 
l'unité linéaire en un grand nombre de parties égales, par 
exemple en 10, ou en 100, ou en 1000 parties; puis on porte 
cette unité sur la ligne à mesurer autant de fois que la chose 
est possible , et ensuite la portion de ligne restante sur l'unité. 
€ette double opération faitconnaître combien la droite donnée 
contient d'unités et de dixièmes, ou de centièmes , on de mil- 
lièmes de cette «nité, et en donne par conséquent la longueur. 
Ainsi, avec un mètre divisé en mille parties, on peut avoir la 
mesure d'une droite à moins d'un millimètre, et méniç à moins 
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é'un demî-millimètre près : car 8Î, après aroir porté le mètre 
€D sur la longaeur à mesurer AB, et trouvé qu'il y est con- Fig. 9. 
tenu âeax /bis, on porte ensuite le reste FB sur CD' à partir du 
point C^naméroté zéro, et que son extrémité tombe entre la 
267/ et la 268/ division ^ mais plus près de celle-ci, par exemple, 
que de l'antre , on prendra 268 millimètres pour la valeur ap^ 
prochée de FB, et l'on en conclnra ainsi que AB vaut 2™, 268 
î moins d'an demi-millimètre près* 

40. Mais dans les arts de précision l'approximation précé- 
dente est loin d'être suffisante. On a recours alors à un instru* 
ment nommé vernier (a)j avec lequel on peut atteindre un 
très-grand degré d'exactitude. Le vernîer n'est autre chose 
qu'une règle YY mobile le long de la règle CD, dont on veut Fig. 10, 
fractionner les parties. Elle est aussi divisée en parties égales , 
mais pins petites que celles de CD, tellement, par exemple , 
que 9 divisions de celles-K^i en valent 10 du vemier : alors une 
division du vemier est les -^ d'une de celles de la règle. Par- 
consëquent, si l'on fieiit coïncider le zéro du vemier avec un 
trait quelconque A de la règle, les traits numérotés 1,2,5, 
4 , .... du vernîer, seront chacun en arrière du trait suivant 
de la règle respectivement de ^, ^, -^^ ■;t> - • • • d'une di- 
vision de celle-ci : aussi l'extrémité du verm'er coïncide-t-elle 
arec la 9.^ division de la règle à partir de A* Donc, si l'on pousse 
le vemier le long de la règle, de sorte que son it.® trait vienne 
coïncider avec le suivant de la règle, ses deux extrémités 
auront marché chacune de n dixièmes d'une division de la 
règle. Donc chaque extrémité du vemier dépasse la divi" 
sion précédente de la règle d^autant de dixièmes d^une 
dii^isfon de celle-^i qu'il est marqué par le numéro du trait 
du vemier qui coïncide avec un trait de la règle. 

D'après cela, pour évaluer la partie restante FB de la ligne F!g. 9. 
AB, on la portera de G en K sur l'unité linéaire CD, et l'on Fig. il. 
amènera l'une des extrémités du vemier, le zéro, par exemple, 
à répondre au point K, qui tombe, conmie on voit, entre 
la 267.* et la 268." division. Comme la coïncidence a lieu sur 
le 7.^ trait du vemier, on en conclura que son zéro dépasse 



(a) C'cil te nom du gcomctre IVonçais qui l'a Inventé, 
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le 267.® trait de G0 des 7V d'une division de la règle, c'est-à- 
dire de ^ de miUimètre. Donc FB = 267""*, 7. 

Lorsqu'aùcune des divisions da vernier ne coïncide avec 
celles de la règle, on prend ponr le numéro de la coïncidence 
celui des traits du vernier qui approche le plus de l'un de ceux 
de la règle. Si, par exemple, les traits nfi^ 6 et 7 du vernier 
sont compris entre deux traits consécutifs de la règle, mais 
de manière que le 6.** soit plus près de son correspondant que 
le 7.^ , on prendra -^ de millimètre pour la quantité dont le 
zéro du vernier est écarté du trait précédent de la règle , et 
l'erreur sera moindre qu'un demi- dixième de division de la 
règle : car si l'on poussait le yemier assez à droite pour que 
les traits n.o 6 et nfi 7 fussent équidistans des traits de la règle 
qni les comprennent, il est clair qu'il n'indiquerait alors que 
6^ dijtièmes d'une division : donc le zéro ne dépasse pas le trait 
précédent de la règle de 6 dixièmes et demL 

Il est évident que l'on obtiendrait un plus grand degré d'exac- 
titude, si le vernier embrassait un plus grand nombre de di- 
visions de la règle, puisqu'alors , ses divisions différant moins 
de celles de la règle, sa marche serait plus petite d'une coïn- 
cidence à une autre. 

Supposons en effet que v divisions du vernier en vaillent (t'-^x) 

de Iarègle:unedivision du vernier en vaudra =2 1 — — de la 

règle; de sorte que la quantité dont le vernier se meut par 
les coïncidences successives de ses divisions est la v*^ partie 
d'une division de la règle, quantité d'autant plus petite que \^ 
est plus grand. Donc le vernier est d'autant plus sensible qu'il 
contient un plus grand nombre de parties de la règle* Ainsi, 
en théorie, il est susceptible de fournir une approximation 
indéfinie ; mais cette approximation est limitée dans la pratique 
par la difficulté d'observer exactement sur quelle division du 
vernier se fait la coïncidence , même en employant une loupe , 
et cette difficulté augmente à mesure que les parties du vernier 
diffèrent moins de celles de la règle. C'est pour cela que l'on 
n'a pu pousser l'approximation des mesures de longueur, au 
moyen duvernier , que jusqu'à un cinquantième de millimètre. 
41* Lorsque l'on a à mesurer une distance sur le terrain, 
on emploie la chaîne métrique. €'est une chaîne composée 
de 100 morceaux de gros fil de fer, dont chacun a un décimètre 
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de long 9 j compris les petits axmeaiix qui les unissent dem à 

àe%xXy de sorte qu'elle a un décamètre* Deux personnes, portant 

les deoz eztrëmitës de la chaîne , cheminent sur la direction de 

la droite dont il s'agit, direction que Von a eu soin de bien 

déterminer par un nombre suffisant de jalons* Celle qui marche 

derant porte un paquet de fiches de fer qu'elle plante succès- 

sirement 4 rextrémîtë de la chaîne, et l'autre les ramasse à 

mesure. Le nombre des fiches ainsi relevées indique le nombre 

de dëcamètres contenus dans la distance cherchée. Remarquons 

qu'il fout aToir soin de bien tendre la chaîne, et de la tendre 

liien Iiorizontalement. Gomme il est impossible qu'elle ne se 

courbe pas un peu (27), on lui donne enTÎron deux centimètres 

de plus qu'un décamètre* 

Sî l'on connaissait la longueur de sa chaussure , on pourrait 
l'employer très-commodément pour mesurer une dbtance don- 
née « car il suffirait, pour cela, de placer alternativement les 
deux pieds Tun devant l'autre , et de compter combien il y en 
aurait dans cette distance. Or rien n'est plus facile que de 
déterminer très-exactement la longueur de la chaussure : on 
n'aura qu'à porter un grand nombre de fob les deux pieds l'un 
devant l'autre sur une surface plane et le long d'une ligoe bien 
droite; mesurer avec soin la longueur de cette ligne, et la di- 
viser par le nombre des pieds qu'elle contient* Si, par exemple, 
cette ligne contenait 26"',554i, et que le pied y eût été porté 
100 fois, on en conclurait que la chaussure avait 0™,26554. 

42. Si deux brisées ABC et AOG, composées chacune de Ffg. f2. 
deux lignes droites, se terminent aux mêmes points ket C, 
et que Vune enveloppe P autre, la première sera plus grande 
que la seconde. 

Prolongeons en effet AO jusqu'à sa rencontre en D avec BG , 
le point D sera situé entre B et G , puisque ABG enveloppe AOG. 
Cela posé, la droite OG est plus courte que la brisée ODG (7): 
donc, en ajoutant AO de part et d'autre, on aura: 

AOG < ADG. 
B'un autre côté la* droite AD est plus courte que la brisée 
ABB : donc en ajoutant BD de part et d'autre on aura : 

ADG < ABG; 
Donc AOG , qui est moindre que AD G , est à plus forte raison 
plus petite que ABG* 2 
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CHAPITRE IL 

DE L'AICGLE, ST des DROITES PERPENDIGCLAIBES; OBLIQUES 

ET PARALLÈLES. 

V%* 9. 43. LoàsQUB deux droites AB, CD, se coupent» elles partagent 
le plan qu'elles déterminent (18) en quatre parties AO C , C OB ^ 
BOD, DOA, dont chacune s'appelle un angle» Ainsi un jlrglb 
est une portion indéfinie de surface plane, comprise entr^ 
deux droites qui se coupent, et sont terminées à leur point 
de section. Ce point se nomme le sommet de Fangle , et les 
deux droites en sont les côtés. Ainsi O est le sommet de l'angle 
AOC, et AO et OC sont ses deux côtés. On désigne » comme on 
▼oit, un angle par trois lettres, dont les deux extrêmes indiquent 
deux points de ses côtés, et dont celle du milieu appartient an 
sommet. Quelquefois même on dénomme un angle par la lettre 
placée à son sommet; mais il faut pour cela que ce sommet ne 
soit p9s commun à d'antres angles. Ainsi dans la figure 1.'* nous 
dirons l'angle G pour daigner l'angle ACD. 

44. Remarquons que la grandeur d'un angle dépend de la 
quantité de surface plane comprise entre ses côtés, et par con- 

TIg. M. séquent de leur écartement : ainsi, si l'on fait sur AB l'angle 
DAB égal à BAC, sur AD l'angle FAD = DAB, etc., les angles 

DAC, FAG, • seront respectivement double, triple, 

de l'angle BAC. D'où il suit que, quoique les angles soient des 
quantités infinies, on peut cependant les comparer à l'un d'eux 
pris pour unité y par suite les mesurer, et conséquemment les 
soumettre à toutes les opérations du calcul. Ainsi en prenant BAC 
pour unité, les angles DAC et FAG vaudront l'un 2, et l'autrç 
3 unités. 

45. Puisque les côtés d'un an^e doiTent toujours être suppo- 
1 ses indéfinis, et que deux droites coïncident dans toute leur 

.étendue lorsqu'elles ont seulement deux points communs (24)^ 
' on devra conclure que deux angfes sont égaux lorsque , étant 

\ placés Pun sur P autre y ils se recouvrent parfaitement dans 

une certaine portion de leur étendue» 

4& Ce principe a donné l'idée d'un instrument très-simple 

pour faire un angle égal à un autre. Cet instrument^ que l'on 

Fig. 14. nomme une fausse équerre, est composé de deux r^les AB 
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Cl AC qui tonrnent à frottement dur sur un même pivot auquel 
elles sont fixées, comme les branches d'un compas. Cela posé, 
si l'on ycnt mener par le point de la ligne OD une droile qui îig. <8. 
fasse arec elle un angle ^alà FGI, on ajustera la faussc-ëquerre 
de manière que les deux arêtes intérieures coïncident exaete*» 
ment avec tes côtes de cet angle; ainsi l'angle qu'elles forme- 
ront alors sera parfaitement égal à FGI : donc si Ton place 
l'arètc A.B sur OD, le point A sar , et qu'on fasse glisser une 
pointe à tracer le long de l'arête AC, la droite OK formera 
afcc OD un angle égal à BAC, et par conséquent àFGL 

Quelquefois chaque règle est terminée par une pointe, et l'on . 
peut alors employer la fausse équerrc aux mêmes usages que le 
compas. 

47, Si l'on conçoit quune droite OC, d'abord coucbée sur Kg, IS. 
AB, tourne autour du point 0, en s'éloîgnant de la partie OA, 
cette droite formera avec AB deux angles que l'on appelle adr 
jacens^ dontl'un,CO A, ira constamment en augmenta ut depuis 
zéro , et dont l'autre, COB , ira au contraire en diminuant sans 
cesse jusqu'à devenir nul, ce qui arrivera quand CO sera 
couchée sur BO. On conçoit d'après cela qu'il y aura une po- 
sition OD de la droite mobile, dans laquelle elle fera avec AB 
^eux angles égaux, DOA et DOB : on dit qu'elle est alors perpen- 
diculaire sur AB. Ainsi une droite est perpendiculaire sur 
une autre lorsqu'elle fait avec cette autre deux angles adja- 
cens égaux, et ces angles se nomment angles droits* 

48. Par un point pris sur une droite on ne peut lui 
élever qi^une seule perpendiculaire» 

I«a vérité de cette proposition est une conséquence Immédiate 
des considérations précédentes; mais on peut encore la démon<- 
trer à priori de la mataiète suivante. 

Supposons , en effet, que par le point O de la droite AB on 
^ paisse lui élever deux perpendiculaires OD et OC, nous anrons 
donc DOA=DOB et COA= COB. Or l'angle COB est plus 
grand que DOB, et par conséquent que son égsd DOA; iliais 
celui-ci est plus grand que COA : donc à plus forte raison COB 
est«4I pins grand que COA; donc CO ne peut pas être perpendî- 
calaire sor AB; donc on ne peut élever par le point que la 
seule perpendiculaire OD sur AB. 
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THéORÈME, 

49* Tous ies angles droits sont égaux entre eux* 
Fig. 17. Soient OC perpendiculaire sur AB, et O'C perpendiculaire 
aussi sur AV; je dis que ]es angles droits G'O'A' et G'O'B' 
sont égaux aux angles droits G OA et GOB. Marquons, en effet, 
sur le côte AO le point quelconque D , et prenons sur O'A' la 
distance O'D' =0D. Supposons maintenant que l'on porte la 
figure G'A'B' sur la figure CAB, en plaçant les points 0' et D' 
respectitement sur les points correspondans et D, ce qui est 
possible y puisque 0'D' = OD; ,les deux ^droites A'B! et AB 
coïncideront alors dans toute leur étendue (24), et par consé- 
quent O'G' tombera sur OG , sans quoi on aurait par le même 
point deux perpendiculaires sur AB, ce qui ne se peut (48). 
Donc les angles G'O'A' et G'O'B' recouvriront parfeitement les 
angles respectifs G OA et GOB : donc ces angles sont égaux; maïs 
ils sont droits : donc les angles droits sont égaux. 

50* On appelle angja aigu tout angle moindre qu'un droit , 
et tout angle plus grand qu'un droit se nomme angle obtus» 
Ainsi dans la fig. 16 , ou OD est perpendiculaire sur AB , l'angle 
GOB est un angle, obtus, et GOA est -un angle aigu. 

Fig. 10. 51* Lorsqu'une droite OC en rencontre une autre kl^ ^ la 
somme des deux angles adjacens GOA e< GOB est égale à 
deux angles droits. 
Elevons par le point la perpendiculaire OD sur AB , ce qui 

» formera les deux angles droits DOA et DOB. Gela posé, l'angle 

GOB se compose des angles G OD et DOB : donc la somme des 
deux angles AOG et GOB sera celle même des trois angles AOG, 
GOD et DOB. Hais les deux premiers réunis forment l'angle 
droit AOD, le troisième DOB est aussi droit : donc enfin la 
somme des deux angles AOG et GOB est égale à celle des deux 
angles droits AOD et DOB , et par conséquent à celle de deux 
angles droits quelconques (49). 

52. GoROLLAiRE I. Si l'uu dcs angles GOA et GOB est droit, 
Fantre Pest aussi. 

53. GoROLLiLiRB II. Si une droite OD est perpendiculaire sur 
utae autre AB, réciproquement cette seconde sera perpendicu- 
laire sur la première. 
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En effet, proloD(;jeons OD au dessous de AB, l'angle AOD est 
droit par hjpothèse (47): donc son adjacent AOF l'est. aussi; 
donc ÂO forme avec DF deux angles adjacens ëgaux AOD et 
AOF (49); donc AO est perpendiculaire sur DFé 

54. CoKoixiLiKB iu« Puisque l'angle AOF est droit, son ad- 
jacent FOB l'est aussi : donc OF est perpendiculaire sur AB; 
donc lors^u^une droite OD est perpendiculaire sur une autre 
AB, son prolongement OF Pest aussi. ^ 

55. CoEOLLÂiBB iT. La somme de tous les angles lOA, AOB, 'ig* 18. 
BOG, formés autour d'un même point et du même coté d'une 
droite IG, est égale à deux droits : car leur somme est la même 

qoe celle des deux angles adjacens lOB et BOG. 

56« GoEOLLAiRB T. La somme de tous les angles AOB, BOC, 
COD, DOA, formés autour d'un même ppint 0, est égale à 
quatre droits. Prolongeons en effet GO en 01, il est éyident, 
d'après le corollaire précédent, que la somme des angles 
lOA + AOB + BOG + GOD + DOI est égale à quatre 
droits. Hais lOA + DOI = AOD : donc, etc. 

57. Lorsque la somme de deux angles est égale à'deux angles 
droits, on dit que chacun d'eux est le supplément de Fantre, 
ou que ces angles sont supplémentaires. On voit que deux 
angles gui ont le même supplément sont égaux^, pnisqlfen 
leur ajoutant un même angle on obtient la même somme, deux 
angles droits. 

58. Si deuœ angtts adjacens GO A et GOB sont suppléa F%. it« 
mentaires, les côtés extérieurs ±0 et OB sont en ligne 
droite. 

En effets si OB n'est pas le prolongement de AO , nous pour* 
TOUS prolonger celle-ci en OG, et alors, la ligne AOG étant 
droite, la somme des deux angles adjacens G OA et G 6 vaudra 
deux droits (51). Mais, par hypothèse, AOG + GOB vaut ausai 
deux droits : donc la somme des deux angles GOA et GOG est 
égale à celle des deux angles G OA et G OB. Betranchant de part 
et d'autre l'angle commun GOA, il restera GOG=GOB, c'est- 
à-dire la partie égale an tout, ce qui est absurde : donc on ne 
pouvait pas supposer que OB n'était pas le prolongement, de 
AO; donc AOB est une ligne droite. 



.T' 
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59. ScH^LiB* Lors<jQe deux propositions sont telles que, le 
sajet étant le méme^ Phypothèse de Fane est prëcisément le 
jugement que l'on porte dans l'autre, et 7)ice versa ^ on dît que 
l'une est la réciproque de l'autre* Ainsi la proposition prëcé- 
. dente est la réciproque de celle du n.<* 51 : car dians toutes deux 
la droke G, qui concourt à former les angles GOÀ et G OB, est 
le sujet ; l'hypothèse et le jugement de la proposition du n.* 51 
sont respectiTement : AOB est une ligne droite, et G 0Â+ G B 
ég/aîe deux droits; tandis que l'hypothèse et le jugement de 
celle du n.o 58 sont an contraire : GOÀ+ GOB égale deiiac 
. droits y et ÀOB est une ligne droite* 

La plupart des réciproques peuvent se démontrer par la ré- 
duction à l'absiurde de la manière suivante : exécutez une cons- 
truction qui réalise Phypothèse de la proposition directe ; 
appliquez alors cette proposition, et comparez le jugement 
qui en résulte à Vhypothèse de votre réciproque* Si le ré- 
sultat de cette comparaison est absurde, votre réciproque 
est vraie. 

Ainsi dans la démonstration du n«o 58 nous arons prolonge AO 
en OGy ce qui a réalisé l'hypothèse de la proposition directe : 
car nous avons eu ainsi une droite OG rencontrant une autre 
droite AOG; nous avons alors appliqué la proposition directe 
en disant que G 0A+ G 06 est égale à deux droits; nous avons 
comparé ce jugement à l'hypothèse de notre réciproque, savoir : 
GOA-|-GOB est égale à deux droits, et nous en avons conclu 
que GOB= GOG, ce qui est absurde. Notre réciproque est donc 
vraie* 

F%. B. 60. Lorsque deux droites AB er GD se coupent ^ les angles 
opposés par le sommet, tels que AOG et BOD, sont égaux. 

En effet, puisque AOB est une ligne droite, la somme des 
angles adjacens AOG et COB vaut deux droits; de même, puis- 
que GOD est une ligne droite, la somme des angles adjacens 
COB et DOB vaut aussi deux droits: donc la somme des angles 
AOG et GOB est égale à celle des angles GOB et DOB; re- 
tranchant de chacune l'angle commun GOB, il restera AOG 
= DOB. 

THÉORÂHB. 

61. Par un point donné on ne peut mener qu^une seule 
perpendiculaire sur une droite donnée. 
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Il peut arriver deux cas, selon que le point donné est sîtaë sur 
la droite donnée , ou hors de cette droite. Le premier cas a été 
démontré an n.o 48; occupoas-noos donc du second. 

Je suppose que du point C, pris hors de la droite ÀB, on FIg. 19. 
puisse abaisser sur cette droite les deux perpendiculaires CD 
et €1. Je fab tourner la partie supérieure du plan autour de ÀB 
ocmune charnière, jusqu'à ce que le point G soit Tenu se placer 
quelque part en G' sur sa partie inférieure; CD et Cl seront 
ainsi les rabattemens de GD et de CI, et par conséquent seront 
perpendiculaires sur AB : car leurs directions à l'égard de ÀB 
n'ont pas changé dans ce mouyement; mais il est alors évident 
que CDG' est une ligue droite, sans quoi en prolongeant G D en 
D O , on aurait par le même point D deux perpendiculaires CD 
et OD (54), sur la droite ÀB, ce qui ne se peut (48). Par la 
même raison G I G' est aussi une ligne droite : donc du point G 
au point G' on a deux lignes droites, ce qui est absurde (8); 
donc il n'est pas possible d'abaisser du point G deux perpendi- 
culaires sur ÀB. 

62. On dit qa^une droite eti oblique îtune autre lorsqv^elîe 
ia rencontre sans lui être perpendiculaire. Il suit du n.o pré- 
cédent que si d'un point G on abaisse une perpendiculaire G D 
sur ÀB, toute droite telle que GI, qui, partant du point G, ira 
rencontrer ÀB, sera oblique i celle-ci. 

THiOEÈMB. 

65. Lorsqu'une perpendiculaire CD et une, oblique Cl à 
une droite ÀB, partent du même point G , 2a perpendicu' 
laite est plus courte que F oblique* 

En eflèt, faisons tourner la partie supérieure du plan autour 
de ÀB comme charnière, îosqu'à ce que le point G vienne se 
placer quelque part en G' sur sa partit infiûrienre; joignons G'l> 
et G'I: ces droites seront les rabatteroens de GD et de GI, et 
ainsi leur seront égales; de plus GDG' sera une ligne droite, 
oonune nous l'avons démontré dans la proposition précédentes 
donc GDG' est plus petite que la brisée GIG'; donc CD, moitié 
de GDG', est moindre que GI, moitié de GIG'; ce qu'il fellait 
démontrer. 

64* GoEOLLAiEE I. La perpendiculaire , étant la plus courte 
de toutes les lignes que Pon peut mener d^un point à une 
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droite i est la mesure naturelle de la distance de ce point à 
cette droite. 

65. Go&OLija&B II. Lorsqu'une droite est la plus courte 
que Von puisse mener £un point à une droite^ elle lui est 
perpendiculaire, sans quoi elle ne serait pas la plus courte* 

66. Si une perpendiculaire CD et différentes obliques CA, 
G B , G I, ^ une droite AB , partent d'un même point G » 1 •<> les 
obliques qui s'écartent également du pied de la perpendi- 
culaire sont égales; 2fi de deux obliques qui/ écartent iné^ 
gaiement du pied de la perpendiculaire y celle qui s'en 
éloigne le plus est la plus longue. 

1.0 Soit DA = DB, je dis que GA=GB. Plions en effet la 
figure le long de GD : il est clair que le segment DA Tiendra 
tomber snrDBy puisque les anglesGDA et CDB,ëtantëgaux(47)y 
sont superposables; et, comme DA^DB, le point A viendra se 
placer sur le point B ; la droite GA, ayant ainsi ses deux extrémi- 
tés confondues avec celles de GB, coïncidera avec elle dans toute 
son étendue : donc ces deox droites sont égales. 

%"" Supposons D I > DB , je dis que GI est > G B. Plions en effet 
la figure le long de AB et soient G'D, G'B et G'I, lesrabattemens 
respectifs de GD, GB et GI : GDG' sera une ligne droite, et l'on 
aura G'B = GB, et G'I = GL Mais la brisée GIG' est plus 
grande que la brisée GBG' qu'elle enveloppe (42); donc GI, 
moitié de GIG', est plus grand que GB, moitié de GBG'* Donc 
de deux obliques qui s'écartent inégalement du pied de la per- 
pendiculaire, celle qui s'en éloigne le plus est la plus longue. 

67* GoRdiLiiRB I. Eeciproquement, deux obliques égales 
s'écartent également du pied de la perpendiculaire, sans 
quoi l'nne serait plus longue que l'autre; et de deux obliques 
inégales, la plus longue est la plus éloignée du pied de la 
perpendiculaire , sans quoi elle serait ou égale à l'autre ou 
moindre qu'elle* 

68* GoBpLLÀiEB u* D'un point donné on ne peut pas me- 
ner à une même ligne droite trois droites égales» En effet, 
si de ce point on abaisse une perpendiculaire sur cette droite , 
il pourra arriver trois cas :1*^ ou la perpendiculaire coïncidera 
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avec ane des trois droites, et alors celle-ci sera plus petite 
qae les deux autres; VLfi ou elle en laissera deux d'un même 
coté, et cei de i x-là seront inégales; 5*^ ou elle les laissera toutes 
les trois d^an même coté, et ainsi elles seront toutes les trois 
îo^lej. 

^ THÉORÈME. 

69* Tout point M situé sur la perpendiculaire CD élevée 
sur une droite AB par son milieu D, est également distant 
des extrémités A et B de cette droite; et tout point E situé 
hors de cette perpendiculaire est inégalement distant de 
ces jnêmcs extrémités. 

I."" Pnisqae le point D est le milSea de A B, les obliques MA 
et MB a'ëcartent également du pied de la perpendicnlaire MD: 
donc elles sont égales* 

!Lo Tirons do point E les droites EA et EB aux points A et 
B, et floît H le point oili la seconde coupe la perpendiculaire C D : 
ce point sera donc équidistant de A et de B; de sorte que si l'on 
joint MA, on aura M A =MB« Or la droite AB est plus courte 
que la brisée EMA (7), et partant que son égaleEMB: donc tout 
point situé hors de la perpendiculaire CD est inégalement dis- 
tant des points A et B. . 

70. Corollaire i. Il suit de là que la perpendiculaire éle^ 
véc sur une droite par son milieu passe par tous les points 
équidistans des extrémités de cette droite : car tous les points 
de cette perpendiculaire sont également éloignés des deux extré-* 
mités de la droite, et ces points sont les seuls du plan qui 
jouissent de cette propriété. En conséquence on dit que le lixir 
cioM^TRiflUE de tous les points équidistans de deux points 
donnés est la perpendiculaire élevée sur le milieu de la 
miroite qui joint ces deux points. 

71* Corollaire ii« H suit de ce coroDaire et du principe du 
ru^ 24 que si une droite CC passe par deux points C et C 
équidistans des extrémités A et B d*une autre droite AB, 
elle sera perpendiculaire sur le milieu de cette autre : car 
si par le milieu de A B on élève une perpendiculaire à cette 
droite, elle passera par tous les points équidistam de ses extré* 
xni^ AetB, et par conséquent par les pointsC et C : donc elle 
aura deux points communs ayec la droite CC'^ donc elle coït»* 
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ctdera arec cette droite; donc CC est eUe-métne cette perpen- 
diculaire élevée sur le milieu de AB. 

pkoblAmb. 

72. Partager une droite donnée AB en deux parties 
égales par une perpendiculaire. ^ 

La question retient éridemmeut (71) à troorer deux points 
également dïstans des exti^mit^i A et B de la droite donnée. En 
cons^oence, du point A comme centrer et arec une ouvertare 
de compas plus grande que la moitié de AB , on décrira de part 
et d'autre de cette ligne deox arcs de circonférence CD,C'D'; 
pnîs du point B comme centre , et avec la même ouverture de 
compas,on décrira pareillement deux nouveaux arcs FC,E'G', 
qui couperont les premiers aox points Met M'. Ces points seront 
chacun paiement distans des points A et B : donc la droite HH' 
qui les unit est perpendiculaire sor le milieu de AB. 

On conçoit très-bien que les deux arcs CD et CV doivent se 
couper. Aa reste nous le démontrerons plus tard, et l'on verra 
alors pourquoi nous avons pris ootre ouverture de compas plut 
grande que la moitië de AB. 

KoDs avons marqué de part et d'autre de AB les deox points 
H et M' qui déterminent la perpendiculaire demandée, parce 
qu'une droite qui doit passer par deux points est d'autant mieux 
déterminée que ces points sont plus éloignés. On conçoit en 
efièt qne si l'on ne plaçait pas l'arête de la règle rigourense- 
ment à égale distance des deox points, la ligne qne l'on tra- 
cerait dévierait d'autant plus de la droite demandée qoe les 
deux points seraient plus près l'un de l'antre. 

PB0>I,iK8. 

I. 73. Par un point donné sur une droite A B , élever une 
perpendiculaire sur cette droite. 

n est clair qœ si l'on prend de part et d'autre dn point O les 
deux distances égales OC et OD, it ne s'agira plus qae d'élever 
Perpendiculaire sur le milîeude CD, et il suffira pour cela de 
ver an point équtdistant de C et de D, puisque jouît déjà de 
I propriété. En conséquence des points C et D comme cen- 
, et avec nne oorertore de compas pins grande que CO, 6n- 
'ira deux arcs qui se couperont au point C, et en tirant GO, 
robldme sera résolu. 
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PEOBLÈME. 

7i. D^un point G donné hors d^une droite AB, abaisser 
une perpendiculaire sur cette droite* 

Si l'on prend sur la droite ÀB un point quelconque D , et 
que dn point G comme centre, avec G D pour rayon, on décrive 
ime circonférence^ il est clair qu'elle coupera AB en un se> 
cond point C (66, l.o), et le point G sera ainsi également dis- 
tant de D et de G : donc si sur le milien de G D on élève 
nue perpendiculaire , elle passera par le point G , ce qui ra- 
mène aa problème du nfi 72. Remarquons qu'il suffira de mar- 
quer un point éqnidistant de D et de G, puisque G jouit déjà 
de cette propriété* 

Si la droite AB n'est pas assez grande pour que l'arc dé- 
crit du point G comme centre, avec le rayon GD, puisse la 
conper en un second point , on prendra sur cette ligne un 
antre point quelconque A, puis des deux points A et D comme 
centres^avec les rayons respectifs AG et B G, on décrira au des- 
80U3 de AB deux arcs qui se couperont en G' : de cette manière 
les poiKits A et D seront équîdistans de G et de G', de sorte que 
la droi:te AB sera perpendîcolaîre sur G G' (71), et récipro- 
quement 

75. Les deux derniers problèmes qne nous venons de résoudre 
se présentent sans cesse dans la pratique des arts, et surtoutdans 
le dessin linéaire: aussi a-t«on cbercbé à en trouver des solutions 
plus simples que celles qne nous en avons données, et l'on y est 
parvenu au moyen de l'instrument nonuné équerre* Il y a plu-* 
sîears 9orVe& d'équerres* Celle du charpentier est formée de deux Flg:. 22« 
règles de fer on de Jx>is réunies invariablement, et de manière 
que leurs arêtes se coupent à angle droit* L'équerre du dessi- 
nateur est une petite planchette ABC , terminée par trois côtés Fig. ss. 
AB, A G etBG parfaitement dressés, dont deux forment un 
angle droit. Pour mener une perpendiculaire sur une droite don- 
née DF, par un point E , on place l'équerre de manière que Flg. 24. 
l'une des arêtes qui forment Fangle droit coïncide avec la droite 
£F, et que le sommet de cet angle soit au point E : alors, en 
traçant une ligne le long de l'autre côté, on obtient la perpen- 
dicolaire demandée. 

76. Ce procédé serait parfÎEiit si l'équerre dont on se sert était 
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hien juste; mais rien n'est plus rare qo'ane bonne éqnerre* II 
faut donc, ayant d'employer cet instrument, le vérifier avec le 
plus gr«nd soin. Pour cela, tirez très«-exactenient sur un plan 
une ligne droite DE F ; placez ensuite le côté AB de i'équerre sur 
£F, et tracez EG le long de A G. Gela fiEiit, renversez votre 
ëquerre de manière que A G vienne se placer sur ED, le som- 
met A restant toujours en E i si leseoond coté AB tombe juste 
sur la ligne déjà tracée E G , c'est une preure que les angles G E D 
et GEF sont égaux entre eux, puisqu'ils le sont à BAG, et 
réquerreest bonne* Si AB, dans sa nouvelle position, tombe à 
gauche ou à droite de BG, le double de GEF , et par conséquent 
de BAG, est plus petit ou plus grand que deux angles droits > 
ainsi l'angle BAG est aigu ou obtus^ et l'équerre est fausse. 

77. Si l'on a une perpendiculaire à tracer sur le terrain , et 
qu'elle ne doive pas être bien longue, on y parviendra par les 
méthodes données aux n.os 72, 73 et 74 > en employant un cor- 
deau au lieu d'un compas; ou bien encore on. attachera aux 
extrémités de la droite sur le milieu de laquelle la perpendi- 
culaire doit tomber, un cordeau» au milieu duquel on aura fixé 
un anneau; puis^ tendant le cordeau au moyen de cet anneau*, 
son milieu viendra se placer sur la perpendiculaire demandée. 
Bépétant cette opération de l'autre côté de la droite, on obtien- 
dra un second point de la perpendiculaire, et sa direction sera 
déterminée. 

Ge procédé s'appliquerait également bien au cas ou la per<« 
pendiculaire devrait partir d'un point pris sur la droite donnée 
ou hors de cette droite. 

Lorsque la perpendiculaire doit avoir une grande longueur, 
on la trace au moyen de l'équerre d'arpenteur ou du grapho- 
mètre, instrumens avec lesquels on peut atteindre une grande 
précision, et que nous décrirons plus tard. 

F{g. 25. 78. Deux perpendiculaires ABfCB à une même droite 
"F G ne peuvent jamais se rencontrer, à quelque distance 
qu'on les prolonge. 

Gar si elles se rencontraient, on pourrait de leur point d'inter- 
section abaisser deux perpendiculaires sur la même droite FG , 
ce qui est absurde (61). Deux pareilles droites sont dites jpa- 
rallêles. 
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79« On appelle donc parallèles deux droites qui , situées 
s}^run même plan y ne peuvent se rencontrer à quelque ^is^ 
lance qi^on les prolonge.' ainsi deux perpendiculaires à une 
même droite sont parallèles. 

THÉORàMB* 

80* Une perpendiculaire quelconque ÂB aune droite UG Vig.Sd. 
est rencontrée par toutes les obliques à cette droite. 

Soit CF une oblique quelconque à DCat L'un des deux angles « 
DFC et CFG est nëcessairement aigu : supposons que ce soit ce 
dernier; ]e dis alors que FG, prolongée sufEsamment, rencon- 
trera BÀ* Elerons en effet an point F la perpendiculaire FK 
sur F G : elle passera à gauche de ¥C, et formera avec elle 
Tangle aigu KF€. Gela posé, si l'on fait tourner cet angle alter- 
nallyement autour de ses deux côtes, en commençant par FG, 
il est clair qu'après un certain nombre de révolutions il sortira 
de l'angle droit K¥G: ainsi en répétant l'angle KFG un certain 
nombre de fois, on obtient un angle plus grand que le droit KFG* 
Hais si l'on répète la bande rectangulaire RFBA le même 
nombre de fois, en la faisant tourner altemati'^einent autour 
de ses deux côtés parallèles AB et K F, on ne remplira qu'une 
partie de Pangle droit KFG^ puisque le côté FG est indéfini (a): 
donc l'angle KFG est plus grand, et même est infiniment- plus 
iprand-que la bande KFBÀ; et, comme ces deux espaces ont 
pour limite commune le côté FK , il faut nécessairement que 
¥C aille couper ÀB, sans quoi l'angle KFG serait contenu dans 
la bande KFBA, et serait par conséquent plus petit qu'elle. 

Bemarquons que si F G rencontre BÀ, l'angle KFG sera bien 
réellement plus grand que la bande KFBA: car ces deux es^ 
paces auront la partie commune KFOA, et la partie restante 
AGI de l'angle surpasse la partie restante FOB de la i>ande, 
puisque celle-ci est finie, tandis que l'autre est infinie* 

81* Par un point donné G on ne peut mener qu'une pa^ FIg: 27« 
rallèle à une droite donnée AB. 



(a) Bans le moavemeDt de rérolation de la bande, l'angle droit ABF doit 
s'appliquer sur son égal ABG : ainsi BF vient tomber sur B6 , et le pobt F 
en F', à une distance BF' de B, égale à BF; le c6té KF se place donc 
ea K'F' perpeadfcnlairement à F 6, et ainsi de suite. 
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En ^et, abaissons du point G une perpendiculaÎFe CD sur la 
droite AB. Gela posé, de toutes les droites que l'on peut mener 
par le point G^ nne seulement sera perpendiculaire à G D, et les' 
autres lui seront obliques; la perpendiculaire à GD sera paral- 
lèle à AB (78 et 79), et les autres rencontreront cette droite (80) : 
donc par le point G on ne peut mener qu'une seule parallèle 
à AB. 

TRÉORÈMB* 

• 

Fîg. 25. 82. Lorsque deux droites AB, GD, sont parallèles , toute 
perpendiculaire F G sur Fune déciles AB test aussi sur 
F autre CD. 

D'abord F G rencontrera GD, sans quoi elle lui serait parai* 
lèle, et l'on aurait ainsi par le point F deux parallèles F G et 
AB à GD, ce qui ne se peut (81). En second lieu , FG sera per- 
pendiculaire à GD, sans quoi elle lui serait oblique , et récipro- 
quement GD serait oblique à FG : donc alors G D irait rencontrer 
AB perpendiculaire à FG (80), ce qui est absurde, puisque AB 
et GD sont supposées parallèles: donc F G est perpendiculaire 
àGD. 

3Flg. 28. 83. Deux droites AB et GD, parallèles à une troisième 
FG , sont parallèles entre elles, 

Gar si l'on élève une perpendiculaire MN sur FG, elle le sera 
aussi sur ses parallèles AB et GD (82) : donc celles-ci seront 
ainsi perpendiculaires à une même droite MN , et par'conséquent 
parallèles (79). 

THiORÀMB. 

Fig. 29. 84. Deux parallèles AB e£ GD sont partout équidistantes. 
Il s'agit de prouver que deux points quelconques P et Q de 
l'une d'elles AB sont à la même distance de l'autre. Abaissons 
donc des points P et Q des perpendiculaires PR et QS sur GD, 
et démontrons qu'elles sont é|;ales (64). Pour cela^ du point M , 
milieu de PQ, j'abaisse MN perpendiculaire sur GD; cette 
droite l'est aussi sur AB (82) , et ainsi les angles en M sont droits, 
donc, si l'on replie la figure le long de MN, les droites MB etNB 
viendront se rabattre respectivement sur MA et sur NG, et par 
conséquent les points Q et S iront tomber sur ces droites; mais 
MQ = MP : donc le point Q se placera sur le point P« Or les 
angles P et Q sont droits, comme les angles en M : donc» puis- 
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xfJîSs ont i^ le côté commun PH, il faudra que QS prenne la 
direction de PR, et qu'ainsi le point S aille tomber sur cette droite. 
Hais i7 doit déjà se trouver sur NG : donc il se placera nécessai- 
rement an point R d'intersection de ces droites. QS a donc ses 
extrémités confondues avec celles de PR: donc ces deux droites 
coïncident dans toute leur étendue; donc elles sont égales, ce 
qui démontre notre théorème. 

85. Lorsque deux droites AB et CD sont coupées par une troi* Fig. 50. 
siëme FK, elles forment avec elle dilTérens angles auxquels on a 
donné des noms particuliers. 

On appelle angles internes ou externes des angles dont 
Pouverture est entre les droites AB et CD, ou hors de ces 
droites» AGK est un angle interne; AGF est un angle externe. 

Deux angles internes ou externes^ situés de dijjérens côtés 
de la sécante FK , et dont les côtés sont dirigés en sens con- 
traires^ se nomment angles alternes-internes ou alternes^ex" 
ternes. AGIK. et FIB sont deux angles alternes-internes. D'a- 
lK>rd ce sont des angles internes^ ensuite l'un est situé à gauche 
de la sécante F£, et l'autre Fest à sa droite; enfin les côtés G A 
et GK du premier sont évidemment dirigés en sens contraires des 
cotés ID et IF du second. FGB et €I& sont deux angles alternes- 
externes. 

On appelle an^es correspondons deux angles situés d^un 
même côté de la sécante ^ et dont les côtés sont dirigés dans 
le même sens» Tels sont les angles FGB et FIB. 

THioRim. 

8& Lorsque deux parallèles AB etHB sont coupées par 
une sécante F£, 

1.0 Les angles alternes'-internes sont égaux; 

%^ Les angles alternes-externes sont égaux; 

ZP Les angles correspondant sont égaux ; 

4.0 Les angles internes d^un même côté de la sécante sont 
supplémentaires ; 

5.* Les angles externes tPun même côté de la sécante 
sont supplémentaires» 

\fi et 2fi Par le milieu de la portion de la sécante comprise 
entre les parallèles » menons MN parallèle à AB : elle le seï*»' 
aussi i CD (85). Puis, jEaiiant faire une demi-réyolution à la 
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partie FNK da plan, amenoDs ON sur OM : alors OK irn 
tomber sur OF à cause dei'ëgalîté des angles NOK et FOH (60); 
et, comme 01= G, les points I et G de la partie FNK du plan 
se trouveront respectivement en G et en L Mais les droites GB 
et ID n'auront pas cessé d'être parallèles à ON : donc elles le 
seront actuellement à OM, et par conséquent coïncideront avec 
IG et GA, sans quoi, par un même point I ou G, on aurait deux 
parallèles à une même droite OM (81): donc les angles BGK 
et DIF recouvriront leurs alternes-internes FI G et ÀGR*, et 
les angles BGF et DIK recouvriront aussi leurs alternes-ex* 
ternes GIK etFGA. Donc ifi et2.o les angles alternes-internes 
ou alternes-externes sont égaux. 

3fi Je dis maintenant que les angles correspondans AGK 
et GIK, par exemple, sont égaux. En effet l'angle GIK est 
égal à FID, son opposé par le sommet* mais celui-ci est égal 
à son alterne-interne AGK; donc les deux angles AGK et GIK» 
égaux à un troisième FID, sont égaox. Donc3,<' les angles cor- 
respondans sont égaux (a). 

A.o Soient les deux angles internes d'un même côté AGK 
et GIF. L'angle GIF a pour supplément son adjacent FID (51 
et 57); mais FID est égal à son alterne-interne AGK; donc 
GIF a aussi pour supplément AGK. Donc 4.* les angles in- 
ternes d'un même côté de la sécante sont supplémentaires. 

5.0 Gonsidérons enfin deux angles externes d'un même côté, 
AGF et GIK. Gelui-ci a pour supplément son adjacent GIF, 
et par conséquent AGF, le correspondant de GIF. Donc 5.** les 



(a) Cette démonstration prouve invinciblement que les angles AGK et CIK 
sont superposables, et par conséquent égaux; et cependant l'angle AGK se 
compose de l'angle CIK et de la bande AGIC. Pour éolairdr cette difficulté, 

nous observerons que si l'on prend sur GK les distances II', II", toutes 

égales à GI , et que par les points I', I", on mène des parallèles à CI , 

toutes les bandes GII'C, C'I'I"C", seront égales à AGIC : car le rai- 
sonnement par lequel nous avons démontré l'égalité des angles alternes- 
internes et alternes-externes prouve que les espaces AGIC et BGID sont 
égaux, et l'on verrait de même que BGID=CII'G'. Or, quelque nombreuses 
que soient ces bandes, c'est-à-dire quel que soit le nombre de fois que l'on 
répète la bande AGIC , jamab on n'obtiendra un espace équivalent à l'angle 
AGK : donc cette bande est une quantité infiniment petite par rapport à 
cet angle, de même que par rapport à Tautre angle CIK; donc elle doit 
être négligée vls^^-vis de chacun d'eux ; et , comme elle est leur difilÈrence , on 
doit en conclure que ces angles sont bien réellement égaux. 
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angleft estemes d'un même côté de la sécante sont sopplémeA- 
taires. 

THÉOBiMB. 

87. Béciproquement, lorsque les angles alternes-internes y 
ou alternes-ejcternes y ou correspondansy sont égaux; ou bien 
encore lorsque les angles internes ou externes iPun même 
côté de la sécante sont supplémentaires , les droites qui les 
forment par leur intersection avec la sécante sont parais 
lèles. 

Supposons , par exemple, que ks angles alternes -internes 
A6K et I>IF soient égaux : je dis que les droites A B et CD sont 
parallèles* En effet, si CD n'est point paraUèle à AB, nous pour- 
rons toujours mener, par le point I, R S , parallèle à A B, et alors 
les angles alternes-internes A6K et RI F seront égaux ^ mais 
AGK est égal par hypothèse à DIF : donc les deux angles RIF 
et BIF y égaux à nn troisième AGK , sont égaux entre eux, ce 
qui est ahsurde. Donc on ne peut pas supposer que CD ne soit 
pas parallèle à AB : donc ces deux droites sont pardèles* 

On démontrerait de la même manière les autres cas en sui- 
vant, comme nous Tenons de le £iire^ le précepte du n."* 59. 

THéomâMB. 

88* Deux angles sont égaux lorsqu'ils ont les côtés pa» 
raUêles et dirigés dans le même sens ou en sens contraires» 

Soient d'ahord les deux angles ABC , BFG, qui ont les côtés Fig. si. 
parallèles et dirigés dans le même sens. Prolongeons DF jusqu'à 
sa rencontre avec CB au point L Les deux angles ABC, DIC, 
sont ^aux comme correspondans par rapport aux parallèles 
AB et DI et à la sécante BC; mais DIG est aussi égal à DFG 
(86 y 3.0) : donc les deux angles ABC , DFG, ^aux à un troisième 
BIG , sont égaux entre eux. 

Considérons maintenant les deux angles ABC, OFK, qui ont 
les côtés parallèles et dirigés en sens contraires* Ces deux angles 
sont égaux : car OFK est égal à DFG, son opposé par le son>« 
met y et nous tenons de Toir que celui-ci est égal à ABC 

THÉOBàlIB. 

89. Lorsque deux angles A B C , D FO , ont leurs côtés parais 
lèles, et que deux de ces côtés AB et DF sont dirigés dans 

3 
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le même sens^ et les deux autres BG e£ FO en sens contraires f 
ces angles sont supplémentaires» 

En effet l'angle DFO est le supplément de son adjacent DFG, 
et DFG est égal à ABC 

' 90* CoRoi.Li.iKB. Deux an^es qui ont les côtés parallèles 
sont égdUx ou supplémentaires. 

fig. 82. 91. Deux angles ABC, BlG,gui ont leurs côtés AB et/DVy 
BG et FG, perpendiculaires, sont égaux ou supplémentaires. 
Menons, par le point B, BI et BK, perpendiculaires respective- 
ment à AB et à BG : la somme des deux angles IBK et KBA, 
forme l'angle droit IBA; la somme des deux angles KBA et ABC 
forme aussi un angle droit KBG ; donc ces deux sommes sont 
égales; retranchant de part et d'autre l'angle commun KBA , il 
restera IBK= ABC. Mais les angles IBK. et DFG sont égaux 
ou supplémentaires, puisque leurs côtés sont parallèles (90): donc 
aussi les angles ABC et DFG sont égaux ou supplémentairest 

92. ScHOLiE« Lorsque la somme de deux angles est un angle 
droit, on dit que chacun est le complément de l'autre, ou qu'il» 
sont complémentaires. On Toit que deux angles qui ont le 
même complément sont égaux (57). 

PROBLèlIB. 

F%. ss. 95* Par un point donné G mener une parallèle à une 
droite donnée AB# 

Les propriétés des n*^ 79 et 87 fonmissent différentes solu- 
tions de ce problème; mais nous fie pouvons indiquer ici que les 
deux suivantes (130). 

1.0 Du point G abaissez CD, perpendiculaire sur AB (7/ii, 77), 
puis élevez, au point G , CF, perpendiculaire sur CD (73, 77) t 
G F résoudra le problème (79). 
rig. 84. 2.0 Placez sur AB l'un des côtés d'une équerre de dessina- 
teur PBQ, le grand côté PQ, par exemple, et appliquez une 
règle le long de l'un quelconque P B des deux autres côtés ^ 
puis, la maintenant invariablement dans cette position, faites 
glisser l'équerre le long de la règle jusqu'à ce que le grand 
côté vienne passer par le point G: alors la ligue GD, tracée le 
long de P'Q', résoudra le problème : car les angles correspond 
dans B'P'Q' et KPQ sont évidemment égaux. . 



. 94« hs principe du n.^ 84, on plutôt sa réciproque, fournit Fîg. 85. 
«ox menuisiers et aux ébénistes un procédé facile pour mener 
une parallèle à une droite donnée, an moyen de l'instrament 
appelé triisquin* C'est une règle ÀB portant à son extrémité A. 
Doe poipte à tracer, et qui traverse une petite planche carrée 
dressée avec soin, en passant dans une mortaise où on la fixe 
arec un coin en bois, de sorte que l'on peut amener la pointe 
à tracer à telle distance que l'on veut de la planchette. Or il 
est dair que si l'on £iit glisser celle-ci le long d'une &ce 
jilaDe GDEF, la pointe tracera sur la îace €D1K une ligne 
dont tous les points seront à la même distance de l'arête CD, 
«t qui sera par conséquent une droite parallèle à cette arête. 
Considérons, en eiSet, deux points quelconques H et de cette 
lîg;iie, et imaginons par le point M une parallèle à CD : elle 
passera nécessairement par le point O, sans quoi ce point ne 
serait pas à la même distance de CD que le point M (84). Donc 
notre parallèle passera par tous les points de la ligne tracée 
par la peinte; donc cette ligne est parallèle à C D. 
• lie tracé des paralldles est une opération qui se présente con- 
tinuellement dans la pratique des arts» Ainsi les pièces de me- 
nuiserie et de charpente, les pierres de taille, sont le plus sou- 
Tent terminées par des droites parallèles ; dans le tissage des 
^tofTes, on dispose les fils qui doi'^ent former la chaîne de ma- 
nière qu'ils soient rigoureusement parallèles et également es-> 
pacés; et c'est à cela que tient surtout la beauté des tissus; les 
rails des routes en fer doivent êti« éqnidistans dans tous les 
points, puisque les roues dans les gorges desqaelles ils entrent 
«ont invariablement â égale distance l'une de l'autre : si donc 
l'une des deux ornières est droite, Faatre doit lai être parfaite- 
ment parallèle, etc., etc. / 



CHAPITRE IIL 

DE lA CIRCONFÉRENCE. 

95. Nous atonSTu an n.o20 ce qu^on entendait par les mots 
tirconféPenee , rayon ^ diamètre et arc* 
Nous appelons coMX ou nov^^m^Âutu ^Punarc lu droite 
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qui unit ses extrémités. Noas verrons au n.o 106 pourquoi on 
Fîg. S6. a donné à cette droite le nom de sous-tendante* A B est la corde 
de l'arc A MB. 

96. Deux circonférences décrites avec le même rayon sont 



égales» 
CarsîP< 



'on place le plan de la seconde circonférence sur celui 
de la première, de manière toutefois que les deux centresne baissent 
qu'un seul point, les deux circonférences coïncideront, sans quoi 
tous leurs points ne seraient pas également ''éloignés du centre* 
Les cercles de même rayon sont donc aussi égaux (20). 

97* Le diamètre est la plus grande des cordes que Pon 
puisse tirer d^un point de la circonférence à un autre* 

Considérons^ en effet, la corde A B et le diamètre AC issus 
du même point A de la circonférence, et joignons le point B 
avec le centre 0. La corde AB est évidemment plus petite que 
la brisée AO B; mais celle-ci est égale à AG : car l'une et l'autre 
sont la somme de deux rayons : donc la corde AB est plus courte 
que le diamètre A G. 

98. Tout diamètre divise la circonférence en deux par^ 
fies égalesm 

Si l'on plie, en effiet , la figure le long du diamètre AG , il 
faudra nécessairement que tous les points de l'arc ANG viemient 
se placer sur ceux de AMG, sans quoi tous les points de la cir- 
conférence ne seraient pas également éloignés du centre' O, 
puisque dans le mouvement de l'arc ANC leur distance à ce 
centre n'a point pu varier» 

Fiig. 87. 99. Trois points A, B, G qui ne sont pas en ligne droite 
déterminent une circonférence. 

Il s'agit de démontrer que par ces trois points on peut faire 
passer une circonférence, mais qu'on ne peut en faire passer 
qu'une. 

Pour le prouver, je joins AB et BG; puis f élève sur ces 
droites^ et par leurs milieux, les perpendiculaires respectives D E 
et F G^ et je dis que ces perpendiculaires se rencontreront En 
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e£fel} si eDes ne se rencontraient pas , elles seraient parallèles 
(79) : donc AB , qm est perpendicolaîre sar DE y le serait aussi 
snr ¥G (82); mais dëja BG est perpendiculaire sur FG :donc 
il y aoraît deux perpendiculaires AB et BG abaissées du même 
point B sur la même droite FG , ce qui est absurde (61), puis- 
que les trob points A, B, G, n'étant pas en ligne droite, AB et BG 
sont deux droites distinctes. DE et F G se rencontreront donc en 
un certain point 0« Or ce point, appartenant à la perpendicu- 
laire DE, élevée sur le milieu de AB, est également éloigné de 
ses extrémités A et B (69) ; comme appartenant à F G , il est équî- 
distant de B et de G : donc les trois distances OA, OB et OG 
sont égales; donc la circonférence décrite du; point comme 
centre avec le rayon A , passera par les trois points A, B, G, 

Remarquez que la perpendiculaire élevée sur le milieu de A G 
passerait par le point de section des deux antres (70). 

Concluons que l'on peut toujours décrire une circonférence 
par trois points situés non en ligne droite. Je dis de plus qu'on 
ne peut en faire passer qu'une. 

Supposons, en effet , qu'on puisse £aiire passer une seconde cir^ 
confêrence par les trois points A, B, G. Son centre sera néces- 
sairement sur la perpendiculaire DE, sans quoi il ne serait pas 
également distant des points A et B (69). Par la même raison il 
doit se trouver sur la perpendiculaire FG : donc il ne peut se 
trouver qu'à leur point de section O ; donc la seconde circon- 
^rence a le même centre et le même rayon que la première; 
donc elle coïncide avec elle ; donc il n'y a qu'une circonférence 
qui puisse passer par les trois points A, B, G ; donc trois points 
qui ne sont pas en ligne droite déterminent une ciroonfi^ence. 

100* ScvoLii I. Si les trois points A, B, €, étaient en ligne 
droite, les deux perpendiculaires DE et F G ^raient parallèles 
(79) , et ainsi elles ne se rencontreraient pas. Or nous avons 
prouvé tout-à-l'heure que le centre de la circonférence qui pas- 
serait par les trois points A, B,G, devait se trouver à la fois sur 
les deux perpendiculaires DE et FG: donc i7 est impossible 
^u*une circonférence puisse être coupée en plus de deux 
points par une ligne droite; et en effet, si la chose était pos- 
sible, on n'aurait qu'à joindre trois de ces points avec le centre, 
et Von aurait ainsi trois droites égales men^ d'un même poiot à 
une même droite , ce qui est Q)»urde (68). 
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101. ScooLii II. La construction qae nous ayoos Inîte pour 
la dëmoDstratioii de la proposition précédente fournit une 80-> 
Intion de ce problème : Par trois points A, B, G , gui ne son$ 
pas en ligne droite , faire passer une circonférence* 

r%. 58. 102» La perpendiculaire OM, abaissée du centre éPune 
circonférence sur une corde quelconque AB , dwise cette 
corde et les arcs sous'tendus, chacun en deux parties égales. 

Joignons en effet OA et OB : ces deux droites seront égales 
comme rayons , et partant obliques sur AB(61 et 63) : donc elles- 
s'écartent également dn pied I de la perpendiculaire OM (67) » 
donc ce pied est le milieu de AB. 

Si maintenant on plie la figure le long du diamètre M'OM, les 
deux demi-circonférences se recouvriront; mais, à cause deFéga<r 
Btë des angles OIB et OIA, le c6té IB doit aller se placer sur 
le coté I A ; et comme I B = I A, le point B tombera sur le point A : 
donc les arcs BM et A M se recouvriront, ainsi qoe les arcs BM' 
et AH'; donc ces arcs sont égaux. 

103. ScHOLiB. La perpendiculaire abaissée du centre sur 
une corde satisfait donc aux cinq conditions suivantes r 
1.0 passer par le centre; 2.^ être perpendiculaire à la corde; 
3.0 passer par son milieu; ifi et 5.^ passer par les milieux 
des deux arcs sous'tendus par cette corde. Or nous avons vu 
aux n.<M 25 et 61 que deux quelconques de ces conditions suf- 
fisent pour déterminer une droite : donc toute droite qui sa-* 
iisfera à ces deux conditions satisfera aussi aux trois 
autres. Ainsi, par exemple, la perpbndiculairb élevée sur le 
MILIEU d^une corde passe par le centrb et par les milibitx des 
arcs sous~tendus par cette corde. 

rig. S9. 1 04* GoROLLimB i. Pour diviser un arc AMB en deux parties 
égales, élevez une perpendiculaire sur le milieu de sa corde, 
et le point Iêloù elle rencontrera Parc en sera le milieu. On 
pourra ensuite diviser de la même manière chaque moitié en 
deux parties égales ; puis chacune de ces nouvelles parties en 
deux parties égales, et ainsi de snite; de sorte q«e P on saura 
ainsi diviser un arc en 2, ii=2', 8 = 2', 16=2*, etc., 
parties égales , c'est-à-dire en un nombre de parties qui soit 
une puissance parfaite de 2. 
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105* Goaou.iiRB II* Pour trouver le centre à^unarc^ tirez 
deux cordes quelconques, et élevez des perpendiculaires sur 
lesmîlîeujc de ces cordes. Leur point d'intersection résou^ 
dra le problème* 

10& CoROLLiiAE ni* Tous les points d'une corde sont in^ 
térieurs à la circonférence : car les droites qui joindront ces 
points aTec le centre seront des obliques à A B, qui s'écarteront ¥ig. 88.. 
noins du pied de la perpendiculaire 01 que ne le font les deux 
rayons OÀ et OB : donc elles seront plus petites que ces rayons; 
donc leurs pieds seront intërieurs à la circonférence* 

107. Une corde indéfiniment prolongée se nomme siciiiTB. 
Ainsi C ABF est une sécante* F%. 40^ 

Si ToQ conçoit que la sécante €ABF tourne autour d'un de ses 
points. A, par exemple , de manière qu'elle tende à sortir de la 
circonférence, les deux points d'intersection A et B se rappro- 
cberont sans cesse, et finiront par yenir coïncider* On dira alors 
que la sécante €F est deTcnue tangente. Ainsi la tingbntb 
est une sécante dont on a fait coïncider les deux points 
^intersection en la faisant tourner autour d^un de ses 
faînts» 

THioBixx. 

108* Zâ tangente TT', en un point quelconque A de la cir^ 
conférence^ est perpendiculaire sur le rayon OA mené au - 
point de contact. 

Tirons en effet par le point A une sécante quelconque GABF* 
Lorsque cette sécante tournera autour du point A, la droite 01, 
qui joint le centre aTec le milieu de la corde interceptée par la 
circonférence, tournera aussi autour de ce centre, en restant 
toujours perpendiculaire à la sécante (103) : donc à la limite, 
c'est-à-dire quand la sécante sera derenue la tangente TAT'^ 
cette droite de jonction lui sera encore perpendiculaire; mais 
Alors le milieu de la corde sera le point A lui-même : donc, etc* (a). 

109* CoRoiLiiAB I. Il suit de là que, par un point pris sur 



(a) On peut dire encore: En Tertu de la remarque du d.** iOO, tous le« 
poiiûf d'une tangente sont, à l'ezcepUon du point de contact, extérieurs à 
la circonférence ; par conséquent la ligne la plus courte que l'on puisse me- 
ner du centre O à la tapgente TT' est le rayon OA : donc ce rayon est pc^ 
pcndiculaire sur cette tangente (65). 
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la circonférence , on ne peut lui mener qu'une seule tan^ 
gente (48)* 

110. GoROLLAiRB II. Les tangentes aux extrémités d'un 
diamètre sont parallèles (79)* 

111. Corollaire m. Réciproquement, si deux tangentes 
TAT' et SKS' sont parallèles^ la droite AK, qui joint les 
points de contact , sera un diamètre» 

Car si l'on joint le centre avec les points de contact, A et K, 
les droites A et OK seront perpendiculaires sur les tangente* 
respectives T T ' et S S ' (1 08) : donc , puisque ces tangentes sont 
parallèles, A sera aussi perpendiculaire sur S S' (820; donc 
elle coïncidera a?ec OK; donc AOK est une ligne droite. 

112. Corollaire iy. Toute droite FAC menée par le point 
de contact A est une sécante: en effet cette droite est oblique 
sur A (48) ; donc si du centre on abaisse une perpendiculaire 
01 sur FC , cette perpendiculaire sera différente de OA; et par- 
conséquent moindre qu'elle ; donc le point I est intérieur à la 
circonférence. 

113. Corollaire y. D'où il suit que toute droite qui n'a 
qu'un point de commun avec la circonférence ^ lui est tan- 
gente en ce point. 

THéORàHB. 

114. Réciproquement, toute perpendiculaire TAT ' élevée 
à P extrémité A d'un rayon OA est tangente à la circonfé- 
rence* 

On démontrera facilement cette réciproque en appliquant la 

règle du ufi 59 (a). 

« 

115. Corollaire. Pour mener une tangente à' une cir- 
conférence par un point A de cette circonférence , menez 
le rayon OA, e/ élevez au point A une perpendiculaire sur 
ce rayon. 



(a) Si Voa veut démontrer cette réciproque directement , on dira : Si Ton 
joint le centre O avec un point quelconque D de TAT' , par la droite OD , 
cette droite sera plus longue que OA (61 et 63): donc le point I) est hors de 
la circonférence ; mais c'est un point quelconque de TAT' : donc tous les 
points de cette droite, à l'exception de A , sont extérieurs à la circonférence : 
donc cette droite lui est tangente en A (H 5). 
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PEOBLàMI. 



116. Décrire une circonférence qui touche la droite ÀB Fig. 41. 
au point Cy et qui passe en outre par le point ])• 

Le lieu gëomëtriqiie des centres des circonféreDces tangentes 
à Ja droite AB au point G est la perpendiculaire F'F ëleve'e par 
ce point sur cette droite (108) : donc le centre de la circonfé- 
lence demandée est sui' FF' ; il doit aussi se trouver sur la per- 
pendiculaire G'G ëlevëe sur le milieu de CD (70 ou 103) : donc ' 
il est à lemr point d'intersection ; décrivant donc une circon- 
iereoce du point comme centre avec le rayon OA, on aura 
résolu le problème (69 et 112). 

€e problème n'admet qu'une solution, puisque, les deux 
droites FF' et GG' ne pouvant avoir qu'un seul point d'inter- 
section, on n'obtient ainsi qu'un seul centre, et partant qu'un 
seul rayon. Il serait impossible si le point D était donné sur 
la droite AB : car alors les perpendiculaires FF' et G G' se- 
raient parallèles (79). Dans tout autre cas il sera possible. 

THiOEÂMB« 

117. Les arcs interceptés entre deux cordes AB, CD, pa^ Fîg. 42. 
rallèles , ou entre une corde AB et une tangente TT' parai' 
lêlesy sont égaux* 

1.<> Rabaisse du centre la perpendiculaire 01 sur AB : elle 
le sera aussi sur sa parallèle CD, et par conséquent le point I 
sera le milieu des arcs AIB et GID (102). Ainsi AI = IB 
et GI=ID : donc l'arc AG, différence des arcs AI et IG, est 
égal â l'arc DB, différence des arcs IB et ID qui sont respecti- 
vement égaux aux deux précédens. 

2.0 Je joins le centre avec le point I de contact. La droite 01 
sera ainsi perpendiculaire sur la tangente TT', et par conséquent 
sur sa parallèle AB : donc le point I est le milieu de l'arc AIB ; 
donc les arcs AI et IB, interceptés entre la corde AB et la 
tangente TT', sont égaux. 

118. ScHOLiB. La réciproque se démontrerait facilement par 
la règle du n.^ 5p ou directement; mais pour qu'elle soit vraie 
dans le cas de deux cordes, il faut qoe ces cordes ne se coupent 
pas dans la circonférence. 
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119* Dans le même cercle ou dans des cercles égaux,. 
1." deux arcs égaux AMB, GND sont sous-^tendus par des 
cordes égales AB, CD; 2.» de deux arcs inégaux AMB, 
CTiFjleplus grand, GNF^ est sous-tendu par la plus grande 
corde CF. (Quand nous parlerons de l'arc sons-tendu par une 
corde, fl s'agira toujours du plus petit des deux qu'elle sous-tend.) 
F%. 48. 1.0 Supposons que les deux arcs égaux AMB^GND, appartien- 
nent à la même circonférence; prenons le milieu L de l'arc AC y 
et tirons le diamètre LOQ. Si maintenant nous faisons tourner la 
demi-circonférence LNQ autour de LQ, jusqu'à ce qu'elle vienne 
se rabattre sur L M Q , il est clair que ces deux demi-circonférences 
coïncideront parfaitement , sans quoi il y aurait des points iné- 
galement éloignés du centre : donc le point G viendra se ra- 
battre sur A; et, comme l'arc GND est égal à l'arc A MB, le 
point D ira de même se placer sur B» Les deux cordes G D et AB 
auront donc leurs extrémités confondues : donc elles coïncide- 
ront dans toute leur étendue ; donc elles sont égales. 

F|g. U. 2.'' Supposons que les arcs AMB, GNF, appartiennent à deux 
circonférences égales. Tirons les diamètres AG et GK^ et por- 
tons la seconde circonférence sur la première en faisant coïn- 
cider ces diamètres : elles coïncideront elles-mêmes; et^ comme 
GNF > AMB, le point F ira se placer en F' entre B et G, et la 
corde G F aura pris la position AF'* Joignons OF' et OB: ce der* 
nier rayon coupera AF' entre A et F' (c'est là ce qui exprime que 
G NF > AHB). Or les droites AB et F' sont plus petites que les 
brisées respectives AI-f-IB et 01 + IF'. Donc 

AB <AI + IB, 
OF'<OI + IF'; 

donc leur somme est aussi plus petite que celle de ces brisées; 
ainsi 

AB + OF'<AI + IB + Oï+IF'; 

HaislB + OI=OB (106), et AI + IF'«=AF': donc 
AB + OF'<OB + Ar. 

Betrancbant d'une part OF', et de l'autre son égal OB, il restera 
AB<AF' ou que G F, ce qu'il fallait démontrer. 
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THÉOftâMB* 

1201 Mciproquement </eu^ cordes égaies AB ^f GB 5ou5- Fig. A& 
tendent des ares égaux AMB et GND. Z^e deux cordes iné'^ 
gaies ABeiC¥^ la plus grande GF sous-'tend le plus grand arcm 

I.* £n effet y si Farc ÀMB n'était pas ëgal à l'arc GND, le 
plus grand des deux serait sons-tenda parla plus grande corde ^ 
et ahisl ÀB ne serait pas égal à GB* 

2.^ Si Farc GNF n'est pas plus grand que 'AMB, il lui sera 
^al ou il sera pins petit que lui ; mais dans le premier cas la 
corde GF serait ^ale à AB , et dans le second elle serait plus 
petite qu'elle, résultats contraires à l'hypothèse* Donc l'arc 
CN¥>AMB. 

121 • GoBOUAiAS* Pour prendre sur une circonférence un 
arc égal à un autre arc AMB de cette circonférence, ou 
d'une circonférence égale, portez sur ta circonférence dont 
il s* agit une ouverture de compas égale à la corde de Varc 
donné AMB. 

122» Sgvolib* En généralisant la méthode de démonstration 
que nous Tenons d'emplojer tout à l'heure (120), nous établi- 
rons la règle suivante, qui trouvera quelquefois son application 
dans la démonstration des réciproques. 

Supposez faux le principe que ^uous voulez établir, et 
faites successivement toutes les hypothèses qui lui sont cort- 
tradictoires» Examinez les conséquences qui en résultent 
d'après les théorèmes précédens ; et si ces conséquences ne 
peuvent Raccorder avec Phjrpothêse sur laquelle est établie 
votre réciproque, vous conclurez que cette réciproque est 
vraie* 

Nous ayons déjà fait usage de ce moyen de démonstration au 
n.* 67. 

THÉO&ÈME. 

123. Dans le même cercle ou dans des cercles égaux 
deux cordes égales AB, GD, sont également éloignées du 
centre; et de deux cordes inégales AB, GF, /a plus grande 
CF est la plus près du centre. 

Nous supposerons que les cordes soient tracées dans la même 
circonférence. Abaissons du centre les perpendiculaires G,. 
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01, OK sur les cordes respectives AB, CD et CF, et il s'agira de^ 
prouver que OG = OI, et que OK<OG (64). 

1«<^ Employez le même tour de démonstration que ^ans le 
premier paragraphe du n.o 119, et vous conclurez la coïnci- 
dence des deux perpendiculaires OG et 01 du théorème du 
luo 61. 

2.* Puisque la corde G F est plus grande queÀB, l'arc GNP 
est plus grand que A MB, et ainsi l'on pourra prendre sur cet arc 
une partie G ND égale à AMB* Joignez G D , et abaissez sur cette 
corde la perpendiculaire 01, qui coupe G F en H : on a évidem^ 
ment OK^. OH. Mais, comme le point I est au dessus du 
point H , sans quoi la corde GD ne pourrait aller se terminer 
en D qu'en coupant G F en un autre point que G, on a aussi 
OH ^01: donc à plus forte raison OK est-il plus petit que 01, 
Mais 01 = G , puisque les cordes AB et G D sont égales : donc 
enfîaOK<OG. 

12/il. Béciproquement, dans le même cercle ou dans des 
cercles égaux deux cordes également éloignées du centre 
sont égales, et de deux cordes inégalement éloignées du 
centre, celle qui en est la plus près est la plus grande. 

Appliquez la règle du n.° 122» 

125* Dans la même circonférence ou dans des circonfé" 

rences égales les angles au centre {on appelle ainsi ceux 

ïig. 45. qui ont leur sommet au centre) AOB, COD, qui com* 

prennent des arcs égaux AB et GD entre leurs côtés ^ sont 

égaux. 

Par le milieu I de l'arc AG menez le diamètre IK, et pliez 
ensuite la figure le long de ce diamètre : il est clair que de cette 
manière le point A viendra se placer en G, et le point B en D<, 
puisque nous supposons l'arc AB=GD. L'angle AOB recouvri- 
ra donc exactement l'angle GOD, et par conséquent ces angles 
sont égaux (45). 

126. Réciproquement, dans la même circonférence ou dans 
des circonférences égales^ si deux angles au centre AOB et 
GOD sont égaux , les arcs AB et QiD compris entre leurs 
côtés sont aussi égaux. 
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-^n démontrera cette réciproque d'après la règle da n.* 59, 
ou bien on pourra imitw la démonstration de la proposition 
directe. 

J27» CoftOLLAiBB. Vn angle droit dont le sommet est au 
centre intercepte entre ses côtés un quart de la circonférence 
ou un QVAnmAN. Réciproquement si un angle au centre AOB ïig. i^ 
comprend un quadran entre ses côtés y cet angle sera droit : 
car si Fon prolonge le coté AO, on formera mi angle BOG = AOB, 
pmsqne BG sera nécessairement nn quadran^ donc ces deux 
angles sont droits* 

PBOBLilfB. 

128. jiu point k de\la droite AB menez une droite qui Fig. 47. 
fasse avec AB un angle égal à V angle donné €• 

Ba sommet de l'angle € , et ayec nn rayon quelconque , je 
décris entre tes côtés Varc MN ; puis du point A comme centre , 
et arec le même rayon, )e décris, à partir de la droite AB, 
Farc PQ, sur lequel je porte de P en D une ouverture de com- 
pas égale à la corde de l'arc MN; je joins AB, et Fangle DAB 
est égal! à Zf GM : car ce sont des angles an centre qui inter- 
cepteat des arcs ^auz dans deux circonférences égales (125). 

PEOBLàlfB. 

1!29« Diviser un anffe donné AOB en deux parties Vig. 88< 
égales. 

Du sommet O conmie centre, et avec un rayon arbitraire AO, 
décrirez entre les côtés de l'angle donné l'arc AMB; puis abais- 
sez da centre une perpendiculaire sur la corde de cet arc, et 
le problème sera r^lu (102 et 125). 

On pourra donc partager un angle en un noiAbre de parties 
épies qd soit une puissance parfaite de 2 (104). 

PEOBLiMB. 

130. Par un point donné C, mener une parallèle à une 
droite donnée AB. 

IVous nous sommes déjà occupé de cette question (93 et 94), 
et nous en ayons donné trois solutions, dont deux fondées sur 
les tbéorèmes des nfi* 79 et 84 , l'autre sur la propriété qu'ont 
deux droites d'être parallèles lorsque les angles oorrespondans 
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qui résultent de leur intersection par une troîsiènie sont ëgaox. 
îa propriété analogue dont jouissent les angles alternes^intemes 
en fournît une autre solution très-simple. Si l'on mène en effet 

F%. 18. par le point G une sécante quelconque GD, il est clair qu'il 
suffira de faire au point G, et avec cette droite, un angle égal 
à GDA, ce qui ne saurait présenter de difficulté (128); mais, 
comme le rayon des arcs à décrire pour faire cet angle est 
arbitraire, nous le choisirons égal à G D : de cette manière nous 
pourrons nous dispenser de tracer cette droite GD. Ainsi du 
point G comme centre, et d'un rayon aussi grand qu'il sera 
possible, décriTCz, à partir de AB, l'arc DF; puis du point D 
% comme centre et avec la même ouverture de compas, décrivez 
. l'arc GA; prenez ensuite l'arc DG = GA, et joignez GG: cette 
droite résoudra le problème. 

Enfin on peut encore résoudre très-simplement le même 
problème en s'appuyant sur le théorème du n*^ 117. Pour 

Fig. 49. cela, d'un point quelconque D de AB, avec DG pour rayon, 
décrivez les deux arcs G A et B F, le premier terminé en G, 
et le second indéfini au dessus de AB; prenez l'arc BG = AG, 
et joignez ÉG : cette droite résoudra le problème (118)* ■ 

THioaàifi. 

131« Dans le même cercle ou dans des cercles égaux y 
FIg. 60. deux angles au centre AOB, DGF, sont proportionnels aux 
arcs AB, DF, compris entre leurs côtés ^ c'est-à-dire que 
l'on aura la proportion 

AOB : DGF:: ab: df. 

En effet, portons l'arc DF sur l'arc AB autant de Ibis que 
la chose sera possible, nous trouverons qu'il y est contenu deux 
fois avec le reste IB ; de sorte que 

AB = 2DF+IB. 

Mais si nous joignons les points de division G et I avec le 
centre, nous formerons les deux angles AOG et G 01, égaux 
à DGF (125); de sorte que 

A0B==2DGF +IOB; 

Ainsi l'angle AOB contient l'angle DGF autant de fois que 
l'arc AB contient l'arc DF , et l'angle restant lOB s'appuie 
sur l'arc restant IB : par conséquent , si l'on porte à son tour 
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IB sur DF» et que Pou joigne les points de dÎTÎsîon ayec le 
centre €, on verra de même que l'angle DGF contiendra 10 B 
aataot de fois que DF contient IB, et que l'angle restant KGF 
s'appaîera snr l'arc restant RF, et ainsi de suite, si l'on con- 
tinoe d'effectuer sur les arcs AB et DF et sur les angles AOB 
et PCF les opérations nécessaires pour trouver la commune 
mesore des deux premières quantités et celle des deux autres» 
Les deux séries de quotiens que l'on trouvera ainsi seront 
donc les mêmes : donc le rapport des deux angles AOB et DGF 
est le même que celui des deux arcs AB et DF (37); donc on 
« la proportion 

aob: DGF:: ab : df 

ce qu'il fallait démontrer* 

TnioaàMS* 

132. JJn an^e a pour mesure Pare compris entre ses 
côtés et décrit de son sommet comme centre. 

Mesurer un angle , c'est chercher le rapport de cet angle à 
nu autre angle pris pour unité. Si doue A est l'angle à me- ; ig. si, 
surer, et D l'unité angulaire, la mesure de l'angle A sera le 
rapport de A à D« Mais nous venons de voir que deux angles 
sont proportionnels aux arcs compris entre leurs côtés et dé- 
crits de leurs sommets comme centres avec des rajons égaux i 
donc , si des points A et D comme centres , et avec la même 
ouverture de compas, nous décrivons les arcs B et G , le rap« 

A B 

tK>rt jr sera le même que celui -2^, et par conséquent ce dernier 

D \4 

aéra la mesure de l'angle A« Or, si F on convient de prendre 

Farc G pour unité d'arc , le rapport j; sera la mesure de l'arc B : 

donc la mesure de l'arc B sera aussi celle de l'angle A ; donc 
un angle a pour mesure Parc compris entre ses côtés , et 
décrit de son sommet comme centre* 

133. ScHOLix. Bemarquons toutefois qu'il ne faut pas prendre 
k la lettre cette manière de s'énoncer : car elle est tout-à-fait 
inexacte, attendu que l'on ne peut comparer entre elles que 
des quantités homogènes , tandis qu'un angle et un arc sont 
des quantités d'espèces essentiellement différentes (43 et 20) y 
mais quand on dit qu'un angle a pour mesure l'arc compris 
entre ses c6tés et dtoit de son sommet comme centre» on doit 
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entendre que le nombre abstrait qui exprime la mesure de 
Fangle, est celui même qui exprime la mesure de l'arc 
compris entre ses côtés ^ en prenant pour unité d^ arc F arc 
décrit avec le même rayon entre les côtés de Funité an^ 
gulaire» 

134* On prend ordinairement l'angle droit pour unité angu- 
laire, et par conséquent le quadran pour unité d'arc : d'où l'on 
Toit que pour avoir alors la mesure d^un angle , il faudra, 
chercher le rapport de Parc compris entre ses côtés et 
décrit de son sommet comme centre au quadran de la cir» 
conférence dont il fait partie , ce qui ne saiurait présenter 
de difficulté, puisqu'il suffira d'appliquer à ces deux arcs la 
méthode du ïLfi 30 et le calcul du n.o 31. 

135« Pour faciliter, dans la pratique des arts, l'évaluation 
du rapport d'un arc donné au quadran de la circonférence à 
laquelle il appcurtient , on est conyenu de partager la circon- 
férence en 400 parties égales que l'on nomme grades, et que 
l'on désigne par la lettre^; de sorte que le quadran (^) con- 
tient 100^. On a ensuite subdivisé le grade en cent parties 
égales appelées minutes (' ), et la minute en cent parties égales 
nommées secondes ( "). Il suit de là que le grade est la cen^» 
tième partie du quadran ; que la minute est la centième partie 
du grade, et par conséquent la dix millième partie du qua- 
dran ; enfin que la seconde est la centième partie de la minute, 
et partant la millionième partie du quadran ; de sorte qu'un 
nombre quelconque de grades, de minutes et de secondes peut 
toujours s'exprimer en fraction décimale du quadran. Par 
exemple, un arc de 145' 82' 36" équivaut à 1 ,458236 : car 
100^=1*5 45» sont les 45 centièmes du quadran; 82' = 0^0082, 
et 36" = 07,000036. Donc un angle qui comprend entre ses 
côtés un arc de 145^^ 82' 36" vaut ^,458236, c'est-à-dire un 
angle droit, plus les quatre cent cinquante-huit mille deux cent 
trente-six millionièmes d'un -droit Donc , pour obtenir la me» 
sure d^un angle, il suffira d^ évaluer l'arc compris entre 
ses côtés en fraction décimale du quadran, et cette frac-' 
tion, considérée comme exprimant des parties de l'angle 
droit, sera la mesure demandée. 

136. Avant l'établissement du système métrique décimal y 
on partageait la circonférence en 360 parties égales nommées- 
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degrëft ( ° )j de sorte que le quadran contenait 90° ^ le degré se 
subdÎTÎsajt en 60 minutes , et la minute en 60 secondes. Pour 
avoir, dans ce système, la mesure d'un angle, il faut donc prendre 
le rapport du nombre de degrés et de parties de degré con- 
tenus dans l'arc correspondant, à 90°. Pour cela on conTertit 
cet arc, ainsi que 90°, en unités delà plus basse espèce de 
celles qu'il contient, et l'on prend le rapport des deux nombres 
abstraits ainsi trouvés. Par exemple , si l'angle à mi surer in- 
tercepte entre ses côtés un arc de 36° 5ill' 45", on réduira 
cet arc en secondes, ce qui donnera 132885"; ou verra de 
même que 90° = 324000" , de sorte que l'angle donné est les 



it^i«5__ a9M de l'angle droit 



3a4ooo """" 7aoo 

Cette division de la circonférence en 360 parties égales pré- 
sente des avantages qui la font encore préférer à la nouvelle, 
dans bien des circonstances. Le principal tient à la propriété 
qu's| le nombre 360 d'avoir beaucoup de diviseurs: ainsi 7, y» 
•J-, -j,-i,-5,7j, 7;, jjy ®*c. , de la circonférence, valent respec- 
tivement 180°, 120°, 90°, 72°, 60°, 40^36°, 30°, 24°, etc. 

137* Il est facile de convertir un nombre quelconque de 
grades et parties de grade en degrés, minutes et secondes, et 
rëciproquemenL En effet, puisque le quadran se divise en 100° 
ou en 90°, on voit qu'un grade est les yô d'un degré , et qu'un 
degré est les -^ d'un grade* 

D'après cela, si l'on yeut convertir 101^,6695 en degrés, 
minutes et secondes, il n'y aura qu'à prendre les -^ de ce 
nombre, ce qui se fera en en retrancbant sa dixième partie, 
puis à convertir successivement les fractions décimales de de^ 
gré et de minute respectivement en minutes et en secondes, en 
les multipliant par 60. On fera donc le calcul sniyant : 

101f6695 
10,16695 

91^50255 
30*515300 
9;'18000 

de sorte que 101^6695 valent 91° 30' 9",18. 

Si maintenant on veut évaluer 91° 30' 9",18 en grades 9 on 
commencera par réduire les secondes en fraction décimale 
d'une minute en les divisant par 60 ^ puis les minutes en frac^ 

4 
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tion décimale da degrëen les divisant aussi par 60, et l'on trourera 
«insi que 9V 30' 9 ",18 valent successîveinent 9V 30',153 et 
91^,50i255. Maintenant, pour convertir ce dernier nombre en 
grades , il faudra en prendre les -^^ ou, ce qui revient au méme^ 
l'augmenter de sa neuvième partie. On fera donc le calcul sui- 
vant: 

91^50255 

10,16695 

1 01 f 66950 nombre primitif. 

138. Mais comment évaluer le nombre des parties du qua-* 

dran contenues dans un arc donne 7 On y parvient au moyen 

du rapporteur* C'est un demi-cercle en cuivre on en corne, 

dont la circonférence est divisée en grades ou en degrés. Si 

Fig. 52. l'instrument est en cuivre, la partie A'B'G' est évidée, et le 
centre est indiqué par un très-petit cran 0. Deux autres en- 
tailles A" et G' laissent voir les deux points A' et G' du dia- 
mètre A OC. Le rapporteur en corne n'a pas besoin de ce» 
entailles à cause de sa transparence; seulement il est percé à 
son centre d'un très-petit trou. 

Fig. %z. Si maintenant on veut savoir combien un arc MN vaut de 
degrés f par exemple, on mènera de son centre à ses extré- 
mités deux droites indéfinies , puis on placera le diamètre AC 
d'un rapporteur divisé en 180^ sur le côté CM, de manière que 
son centre coïncide exactement avec celui de l'arc MN, et l'on 
verra par quelle division passe l'autre côté ON-, le numéro de 
cette division indiquera le nombre de degrés de l'arc MN : car 
tons les arcs compris entre les côtés de l'angle NOM doivent 
être du même nombre de degr^, puisque le rapport de cbacun 
d'eux au quadran de la circonférence à laquelle il appartient, 
étant la mesure de cet angle (134), doit être une quantité cons* 
tante. 

Si le côté N passait entre deux traits consécutifs de la di- 
vision du limbe, on verrait duquel il se rapprocbe le plus; ce 
serait alors le numéro de ce trait que l'on prendrait pour l'in- 
dication du nombre de degrés de l'arc , et Pon aurait ainsi 
la valeur de cet arc à moins d^un demi^degré. 

De même qu'on peut, au moyen du rapporteur, évaluer le 
nombre de degrés de l'arc compris entre les côtés d'un angle , de 
même on peut se proposer de mener par un point donné N une 
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droite qui fhsse a?ec une droite indéfînîe M'M ub angle d'un cer- 
tain nombre de degrés, de 65*, par eiemple. Pour cela on trace 
à l'encre de Chine tnr le rapporteur de corne la direction du 
rayon qui va au 65.^ trait de division, puis on fait glisser le 
diamètre A G du rapporteur le long de MM', jusqu'à ce que 
ce rayon vienne passer par le point N; et, introduisant une 
pointe très * fine par le petit trou qui indique le centre du 
rapporteur, on marque ainsi le sommet de l'angle deman- 
da* Il ne reste plus alors qu'à joindre les points et N par une 
Ugoe droite. 

Si le rayon que l'on a marqué à l'encre n'était pas^assez long 
pour aller passer par le point If , on ferait en un point quel- 
conque de H M' un angle de 65^» et l'on mènerait ensuite par le 
point N une parallèle au second côté de cet angle (86^ 3.^ 

159. Tïous ayons dit toot-à-l'heure que le rapporteur donne 
la mesure d'un angle seulement à un demi-degré près , et ce- 
pendant il peut bien se faire que cette approximation ne soit 
pas suffisante. Gomment donc obtenir la valeur d'un angle avec 
plus de précision ? 

U est évident qu'il existe une relation déterminée entre un 
arc quelconque et sa corde, de sorte que la connaissance de 
Fune de ces quantités entraîne nécessairement celle de l'autre. 
On conçoit donc que l'on a pn construire une table qui, pour 
ane valeur donnée du rayon ^ fit connaître les cordes de tous 
les arcs croissaus de minute en minute ou de seconde en seconde 
depuis zéro jusqu'à 90°. Cette table a été effectivement cal- 
culée, mais par des procédés qui ne sont pas de nature à trouver 
place ici. 

On trouvera à la fin de cet ouvrage une table qui, pour un 
rayon égal à 100, donne les cordes de tous les arcs en progres- 
sion arithmétique dont la raison est lO', ce qui est bien suffisant 
pour la pratique. 

Pour mesurer un angle, on décrira entre ses cotés un arc 
dr.ntle rayon soit égal à cent unités; et l'on fera bien de prendre 
fe millimètre pour unité : car on trouve dans le commerce, soua 
le nom de règles de Kutschj des doubles décimètres tvèg-bien 
divisés en millimètres; on mesurera la corde de cet arc, et^ en la 
cherchant dans la table, on lira à côté la valeur de l'angle de- 
mandé. Si, par exemple, cette corde valait ^l/îl^V^, on trou-- 
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verait que ce nombre est à la fois dans la ligne horizontale 
commençant par 25^, et dans la ligne Terticale qui porte en 
tête 40', c'est-à-dire que l'angle vaut 25'' 40'. 

Mais si la corde vaut ^^'"'"ydO, par exemple, on Terra que 
l'angle est compris entre 25"" 40' et 25"" 50'. Pour l'avoir plus 
approximativement , on opérera comme on l'a fait au nfi 256 
de l'Arithmëtique, en considérant les cordes comme les loga- 
rithmes des nombres exprimés par les nombres de degrés et de 
minutes que contiennent les arcs correspondans : ainsi on pren- 
dra la différence 0^28 des cordes de ces deux arcs, et la diffé- 
rence 0^16 entre la plus petite de ces cordes et la nôtre; et 
en admettant ce principe, qui est sensiblement vrai^ savoir, que 
les différences ^es cordes sont proportionnelles aux diffé- 
rences des arcs correspondans ^ on posera la proportion : 

28 centièmes (différence des cordes des arcs 25° 40' et 
25° 50') : 16 centièmes (différence de la corde de l'arc 25° 40' 
à celle de l'arc inconnu) : : 10' (différence des arcs 25° 40' et 
25° 50) : jc (différence de l'arc inconnu à l'arc 25° 40). 

D'où l'on tirera x = ~^' = 6' : ainsi l'angle demandé vaut 
25° 40' + 6' = 25° 46'. 

Si l'angle donné est obtus , on cherchera la mesure de son 
supplément , et il n'y aura qu'à retrancher cette mesure de 1 80°. 

Fig. 47. Si l'on vent faire en un point A d'une droite donnée ÀB un 
angle dont le nombre des degrés est connu, par exemple, de 
25° 46', on décrira du point A comme centre, avec le décimètre 
pour rayon, un arc indéfini PQ ; puis on calculera la corde de 
25° 46' , on la portera sur cet arc de P en D, et en joignant A D, on 
aura l'angle demandé. Gomme Tare 25° 46' ne se trouve pas 
dans la table, on y cherchera l'arc 25° 40', et l'on trouvera que 
sa corde est 44,45 ; puis, prenant la différence des cordes des 
arcs 25° 40' et 25° 50', on posera, comme dans le n*o 249 de l'Arith- 
métique, la proportion 10 I 6 1 1 28 ; a: = 17 centièmes: d'où l'on 
conclura que la corde de 25° 46' est 44,43 + 0,17 = 44,6. 

Si l'arc donné était pins grand que 90° , on construirait sur le 
prolongement de AB un angle dont la mesure fût le supplément 
dé cet arc. 

140. Lorsque l'on veut mesurer un angle sur le terrain^ on 

Fig. 54. emploie ordinairement le graphomèlre. La pièce principale de 

cet instrument est un demi-cercle de cuivre , de même forme 
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qu'un rapporfear^ maift d'enviroa cieui à trois décimètres de dia- 
mètre, et dÎYisë comme lui en ISO'' ou en 200 grades. Aux deux 
extrénûtéa du diiamètre qui limite le demi-cercle s'élèvent de«x 
petites plaques rectangulaires nommées pinnules. Une de ces 
plaques est fendue par le haut et ouverte par le bas, tandis que 
celle qui lui est opposée présente la disposition contraire. Au 
milieu de cliacune des grandes ouvertures est tendu un crin 
très-fin, de telle sorte que sa direction et celle de l'axe de la 
iente opposée correspondent très-perpendiculairement sur le 
diamètre* 

Autour du centre tourne une règle armée aussi de deux pin- 
nules semblables aux premières, dont les crins correspondent 
très-perpendiculairement au diamètre tracé sur cette règle, que 
Von nomme alidade. 

Pour fractionner les parties du limbe , on a gravé à chaque 
extrëmîté de l'alidade et sur sa largeur un . vernier circulaire , 
concentrique au demi-cercle , et dont le zéro esta l'extrémité du 
diamètre tracé sur l'alidade* Si l'on suppose que le vernier em- 
brasse quatorze divisions du limbe, et qu'il soit divisé en quinze * 
parties égales, on verra, en raisonnant comme au n.o 40, que 
les coïncidences de ses traits avec ceux du limbe marquent des 
quinzièmes de degré : de sorte que si son zéro tombe entre la 
48*® et la 49»^ division du cercle, et que la coïncidence ait lieu 
SUT le septième trait , l'angle compris entre l'alidade mobile et 
V alidade fixe sera de 48<^ , plus des jj d'up degré, c'est-à-dire de 
ft8^ 28' : car le quinzième d'un degré est U minutes. Ainsi donc 
il faudra ajouter au numéro du limbe qui est immédiatemei^t en 
arrière du zéro du vernier le produit de 4' par le numéro de la 
coïncidence* 

Pour éviter la peine de faire cette multiplication, on regarde 
cliaqne trait du verniçr comme indiquant un intervalle de quatre 
minutes : ainsi la coïncidence se faisant sur le septième trait du 
Temier, c'est-à-dire sur le deuxième après celui numéroté 20, 
on en conclut que le nombre des minutes est 28. 

Si aucun des traits du vernier ne coïncide avec un de ceux du 
limbe, on prendra pour le numéro de la colhcidence celui du 
trait du vernier qui en approche le plus, et l'erreur ne sera pas 
de 2. 

Le centre du cercle est fixé sur une petite boule de cuivre mo- 
bile dans un genou formé par deux cavités hémisphériques d^ 
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même diamètre que cette boule , et que l'on peut serrer contre 
elle au moyen d'une yîs. En6n le genou se fixe lui-même, à Taide 
d'une douille, sur un pied à trois branches mobiles à volonté, 
afin que l'on puisse placer le grapbomètre dans une position et à 
-une hauteur convenables. 

Lorsque l'on veut relever l'angle formé par les droites qui 
finiraient un point donné à deux autres, on établit le centre du 
grapbomètre en ce point, et l'on dirige l'alidade ûxe sur un des 
deux autres points, de telle manière qu'en visant par la fonte 
de Fune de ses pinnuleSy le crin de l'autre coupe ce second 
point. On pointe de la même manière l'alidade mobile sur le 
troisième point, et on lit l'angle marqué par le zéro du vemier. 

Si l'on ne pouvait placer le centre du grapbomètre au sommet 
de l'angle à mesurer, ce qui arriverait s'il s'agissait, par exemple y 
de l'angle formé par les directions de deux murailles, on le met- 
trait à une petite distance de ce sommet; puis ayant fait planter 
des jalons en deux points situés à la même distance des côtés de 
l'angle qu'en est le centre de l'instrument, on dirigerait les deux 
alidades sur ces jalons, et l'angle compris entre elles serait égal 
à l'angle donné (88). 

Lorsque l'on veut mesurer des angles avee un plus grand de- 
gré de précision, on emploie un cercle entier au lieu du grapbo- 
mètre, et les deux pinnules sont remplacées peu: des lunettes^ l'une 
portée par l'alidade mobile, et l'autre placée au dessous du dia- 
mètre fixe« kn foyer de V objectif de chacune d'elles se croisent 
deux fils d'araignée onde platine très-fins, pour fixer la direction 
de leur axe optique (a). De plus ces lunettes sont plongeantes ,, 



(a) Ces lunettes sont composées de deux verres conpexee placés aux extré^ 
mités d'un tube cyllndi-lque. Le verre qui est du côté de l'objet que Ton re- 
garde se nomme Vobjectif; et l'autre, qui se trouve du côté de l'œil, s'appelle 
Yoctdaire, 

Les rayons hmiineux qui émanent d'un objet place en avant de folgectir 
vont, après l'avoir traversé, se réunir dans un très-petit espace où ils forment 
une image extrêmement nette de l'objet Le centre de cette miniature se 
nomme le foyer de ?oljectif ; ce foyer se trouve sur la droite qui joint les 
milieux des deux verres. C'est cette droite que l'on appelle Yaxe optique 
de la luneUe. Comme l'ouverture de l'oculaire est très-petite , le centre de la 
pupille correspond nécessairement à celui de ce verre , de sorte que la direc- 
tion de l'axe optique est déterminée par le centre de la pupille et le fover de 
roljectif. 



I^B LA GIRCONFÉRBNCB* 55 

c^est-à-dire que leur axe optique peat se mouvoir dans jm plan 

^vertical (<fest un plan mené par une verticale) passant par le 

centre du cercle* Le limbe est divisé en parties plus petites qpe 

des degrés; par exemple , en demi-degrés, et au. moyen d'un ver- 

nîer^ on fractionne ces parties. Si le vemier était divisé en trente 

parties qui en valussent -vingt-neuf du limbe, les numéros des 

coîncideDces marqueraient des trentièmes de 30'^ c'est-à-dire 

des intervalles d'une minute. 

Pour yérifier si le graphomètre est bien construit, on le pla- 
cera dans un lieu dont l'horizon soit libre; pub, dirigeant des 
rayons visuels sur les objets environnans, on mesurera success»* 
Yement les angles formés par chaque rayon TÎsuel avec le sui- 
vant, ce qu'on appelleyàire un tour d^hori*on. Si la dif^rence 
entre la somme des angles observés et 360^ est supérieure à la 
moitié du nombre des minutes marqué par celui de ces angles, on 
sera sûr que l'instrument est mal construit, et qu'au contraire il 
sera d'autant plus exact que cette différence sera plus petite. 
£n efiet l'erreur commise dans la mesure d'un angle doit être 
moindre qu'une demî-minnle (page 55). 

Observons toutefois qu'il sera bon de recommencer plusieurs 
fois cette opération pour prévenir les erreurs que l'on pourrait 
commettre dans l'observation des angles. 

1 41* De même que l'on peut mesurer un angle donné avec un 
g;raphomètre, de même on peut, au moyen de cet instrument, 
faire stir le terrain un angle dont le nombre des degrés est connu. 
Ainsi on pourra Femployer pour mener une perpendiculaire à 
une droite donnée. Mais quand cette perpendiculaire ne doit pas 
être très-longue^ on préfère au graphomètre Véquerre d^ar- 
penteur, qui est bien plus portative* 

Cette équerre, telle qu'on l'a perfectionnée dernièrement sous 
le nom de goniasmomêtre , est formée de deux cylindres en 
enivre ABGD et GDIK, de même diamètre, et mobiles autour Fig. S5. 
de leur axe commun* Le premier a environ 4^™ de hauteur, et 
est percé de deux pinnules A et B , disposées de telle manière que 
le crin de celle-ci et l'axe de celle-là correspondent bien perpen- 
diculairement à l'un de ses diamètres. Le second cylindre, qui a 
5**" de hauteur, est percé de quatre pinnules G et D, F et G, dis- 
posées comme les précédentes par rapport à deux diamètres qui 
se coupent & angles droits. Cet instrument est porté sur un bâton. 
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qui s'enfonce dans une douille fixée à la base du cylindre ABCI>. 
Cette douille se défisse et se place dans Fintérleur de l'équerre, 
que l'on peut alors enfermer dans un étui. 

Si Ton yeut> au moyen de cet instrument , abaisser une perpen- 
Fîg. 56. diculaire sur une droite donnée FQ, d^un point R pris hors de 
cette droite , on fera planter un jalon en R et un autre quelque 
part en P, sur la droite PQ« Puis on fixera le bâton de l'équerre 
au point de cette droite ou Ton juge que yiendra tomber le pied 
delà perpendiculaire; et, ayant dirigé deux des pinnules du cy- 
lindre supérieur sur le jalon P, on yerra si le jalon R se trouve 
dans la direction des deux autres. S'il est à gauche y par exemple ,. 
de cette direction, on reculera l'instrument vers le point P pour 
donner un nouveau coup tTéquerrCy comme disent les arpen- 
teurs; et, après un petit nombre d'essais, le bâton de l'équerre 
se trouvera planté au pied de la perpendiculaire demandée. 

Si l'on vent prolonger cette perpendiculaire au delà de PQ, 
on fera faire au cylindre supérieur un quart de révolution, et il 
n'y aura ensuite qu'à fîiire planter des jalons dans la direction 
des pinnules qui étaient pointées tout-à-l'heure sur le jalon P. 

Remarquons que les jalons et le bâton de l'équerre doivent 
être bien verticaux. 

Si la perpendiculaire doit être élevée en un point donné de PQ*, 
on y plantera le bâton de l'équerre ; puis, ayant pointé deux des 
pinntdes du cylindre supérieur sur le jalon P, les deux autres, 
détermineront la direction de la perpendiculaire demandée. 
Fig. 55. Le bord supérieur du cylindre AB CD est divisé en 360° , dont 
l'origine répond au point A, et sur le bord inférieur du cylindre 
CDIK est gravé un vernier semblable à celui de la figure 54, et 
dont le zéro est directement au dessons du point C. Alors si, 
ayant placé ce zéro sur celui de la circonférence graduée, auquel 
cas les deux fentes C et A sont sur une même verticale ainsi que 
les crins des pinnules opposées , on dirige les deux pinnules A et B 
sur un certain point, et qu'on amène ensuite les pinnules G etD 
sur un autre point situé à gauche du premier, le vernier indi- 
quera à moins de 2' près l'angle formé par les rayons visuels 
menés du centre de l'équerre aux points dont il s'agit. Cet ins- 
trument peut , comme on voit, remplacer le graphomètre ; mais, 
à cause de sa petitesse et de la difficulté de maintenir son pied 
dans une position bien verticale pendant toute la durée d'une 
opération, il est beaucoup moins exact. 



i 
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Pour rerifiersî les diamètres CD et F G se coupent bien à 
angles droits, on mettra le zéro do vemier sur 180% et l'on fera 
planter deux jalons^ l'un dans la direction AB, et l'autre dans la 
direction F G. Pais^ en faisant tourner le cylindre supérieur, on 
pomtera le diamètre F G sur le premier jalon , et alors, en regar- 
dant à travers les pinnules G et D , on devra apercevoir le se- 
cond : car on n'a fait que renverser l'angle D G sur G O G (76). 
On se procure à peu de frais, de la manière suivante, une 
^goerre d'arpenteur qui pourra servir quand il ne s'agira pas 
d'opérer bien en grand* Ponr cela, tracez avec soin sur une 
planche bien dressée, et un peu épaisse afin de la préserver des 
influences de l'atmosphère, deux droites perpendiculaires entre 
elles, et plantez à leurs extrémités quatre aiguilles très-fines , et 
qui ne penchent d'aucun côté de la planche* Vous n'aurez plus 
qa'à la €uier sur un bâton au moyen d'un clou enfoncé au point 
de section des deux perpendiculaires* 

1/kâ. Tbu/ angle ihsceit (^on appelle ainsi celui qui est 
formé par deux cordes qui se coupent sur la circonférence) 
a pour mesure la moitié de Parc compris entre ses côtés* 

Nous distinguerons trois cas, selon que le centre sera sur un 
des côtés de Pangle, et qu'il sera intérieur on extérieur à l'angle* 

1.* Soit l'angle BAC, dont le côté A G passe par le centre O. ¥îg. 59. 
SI nous menons le diamètre I K parallèle à AB , nous formerons 
l'angle 10 G égal à BAC son correspondant, par rapport aux pa- 
rallèles AB et IC et à la sécante AG ; or l'angle 'au centre lOG 
a pour mesure l'arc IG compris entre ses côtés : donc Pangle 
BAC a aussi pour mesure cet arc IG* Mais l'arc IC est égal à 
AK.: car ils correspondent aux angles égaux 10 G et AOK (60 
et t26); d'un autre côté l'arc AK est égal à BI, puisqu'ils sont 
compris entre les cordes parallèles AB et IK (t17) : donc les 
deux arcs IG et Bl , égaux à un troisième AK, sont égaux; donc 
IG est la moitié de l'arc BG; donc enfin l'angle BAC a pour 
mesure la moitié de l'arc BG compris entre ses côtés* 

2.^ Considérons l'angle BAD qui comprend le centre entre 
ses côtés. Si nous menons le diamètre AG , nous le décompose- 
Tons dans les deux angles BAC et CAD, de sorte qu'il aura pour 
mesure la somme des mesures de ces angles* Mais , d'après ce 
que nous venons de yoir, les angles BAC et CAD ont respectif 
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vement pour mesures la moitié de B G et la moitié' de €D : doua 
l'angle BAD a pour mesure 7 BG + ~ GD, c'est-i-dire la moitié 
de BGD. 

S."" Soit enfin l'angle FAB auquel le centre est extérieur. Je 
tire encore le diamètre AG , et je forme ainsi les deux angles 
FA G et BAG , dont la difierence est précisément l'angle proposé 
FAB : donc sa mesure sera la différence de leurs mesures. Or 
les angles FAG et BAG , dont un des côtés passe par le centre , 
ont respecti?ement pour mesures la moitié de F G et la moitié 

FG BG 

de B G : donc l'angle FAB a pour mesure — — , c'est-à-dire 

la moitié de FB. 

Fig. 59. 143. GoaoLLAiRB I. Tous Ics angles ABG, AD G, AFG, ins" 
crûs dans un même arc ABG , c'est-à-dire qui ont leurs sommets 
placés sur cet arc^ et dont les côtés passent par ses extrémités A 
et G, sont égaux, puisqu'ils ont pour mesure la moitié du 
même arc AMG, compris entre leurs côtés. 

Fig. 60. 144* GoROLLÀiRB II. Tout angle DAF inscrit dar.y une 
demi^circonférence est un an^e droit : car il a pour me- 
sure la moitié de l'arc DMF compris entre ses côtés , c'est-à-dire 
un quadran (127). 

145. Ce dernier corollaire fournit le moyen d* élever une 
perpendiculaire à V extrémité A d^une droite AB, sans la 
prolonger. Pour cela on décrira une circonférence d'un point 
quelconque comme centre, avec OA pour rayon; par le point D, 
où cette circonférence*coupe AB, on mènera le diamètre DF, et 
joignant AF, le problème sera résolu. 

THiORÂMB. 

1/Ï6. Uan^ formé par une corde et la tangente à tune 
de ses extrémités a pour mesure la moitié de Parc compris 
entre ses côtés, 
fig, 68. Si l'on conçoit en effet que la corde AD , supposée prolongée 
indéfiniment, tourne autour du point A, de manière qu'elle tende 
à sortir de la circonférence, le point D se rapprochera sans cesse 
de A , et l'angle DAB ne cessera pas d'avoir pour mesure la moi- 
tié de l'arc BGD compris entre ses côtés: donc àla limite, c'est* 
à-dire quand le point D sera venu se réunir au point A , ou, en 
d'autres termes ^ quand Ul sécante AD sera derenue la tangente 
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ATy l'angle correspondant BAT aura encore pour mesure la 
moitié de l'arc BMA compris entre ses côtés (à). 

147. Vangîe'ù'k^j formé par une corde AB et par le pro- 
longement d^une autre AF, a pour mesure la demi-somme 
des arc» FNA. «t AGB, sous-tendus par ces cordes. 

En efifet la somme des angles adjacens B AD' et FAB vant deux 
droits : donc la somme de leurs mesures est une demi-circonfë^ 
rence 3 or Fangle inscrit FAB a pour mesure la moitié de l'arc 
FB compris entre ses côtés; donc, en retranchant cette moitié 
d'une demi-circonférence, on aura la mesure de l'angle BAD'« 
Vais retrancher -^ FB d'une demi-circonférence, revient évidem- 
ment à retrancher FB de la circonférence entière, et à prendre 
Ik nM>itië da reste FAGB; donc enfin l'angle B AD a pour mesure 
-VAGB, c'est-à-dire la demi-somme des deux arcs FNA et 
AGB (b). 



(à) On peut démontrer ce théorème directement de la manière suivante i 
Far le point de contact A menons le diamètre AG , nous décomposerons ainsi 
Tangie BAT dans les denx angles BAC et C AT : donc il aura pour mesure la 
somme de leurs mesures. Or l'angle G AT, qui est droit (iOS), a pour mesure un 
qoadran (1S2), c'est-à-dire la moiHè de la deml-doxonrérence ADC; Pangle 
Inscrit BAC a pour mesure la moitié de l'arc BG compris entre ses côtés: donc 

Vangle BAT a pour meaure^^ + ^, c'est-à^lire la moitié de l'arc BCA 

2 2 

intercepté par ses côtés. 

(à) Ce théorème est 9 ainsi que le précédent^ on cas particulier de celol du 
n.^ i 43. Pour le faire fdtr, nous rappellerons une convention que l'on lait dans 
l'application de l'algèbre a la géométrie, savoir, que quand deux distances sont 
comptées dans dm sens directement contraires^ on indique cette opposition 
de db«ction en les affectant l'une du s^^ne piu» et l'autre du signe moina. 

Cela posé> la proposition du nfi 142 revient i db« qn*!!!! aagle imcnta 
pour mesure la demi-diff'érence des ares mme-tenduê par seê c4téë, en comp- 
Imnt ce» deux arcê dans le même sens. Ainsi l'angle BAD a pour mesure 

A€B«-AP^ g( ç^llg iQesure restera la même lorsque le côté AD tournera 

autour du sommet A : donc, quand AD sera devenue la tangente AT^ l'angle 

AGB 
BAT aura pour mesure — — : car alors Tare AD sera nuL Si AD continue de 

tooraer, son prolongement rentrera dans la cfaroonférence , et l'arc sous-tendu 
ANF, étant compté en sens contraire de ACB » sera négatif; mais pour avoir 
la mesure de D'AE, il faut retrancher la moitié de cet arc AIVF de celle do 
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TnéoaàMB* 

Ijg. 6f. t48« U angle ABC, dont le sommet est placé entre le 
centre et la circonférence, a pour mesure la demi-somme 
des arcs AG ér£ DF compris entre ses côtés et leurs prolori" 
gemens. 

Si nous menons par le point F la parallèle FI au cote AB., 
nous formerons l'angle inscrit I F G , ëgal à l'angle AB G : donc cet 
angle IF G, et par conséquent l'angle ABG, aura pour mesure 
la moitié de lAG, c'est-à-dire la moitié de AI plus la moitié 
de AG. Mais l'arc AI=DF (117) : donc enfin l'angle ABC a 
pour mesure la moitié de A G plus la moitié de DF, ce qu'il 
fallait démontrer. 

THÉORiMB* 

Fig. 63. 149. U angle ABG » dont le sommet est situé hors de la 
circonférence , a pour mesure la demi'dijférence des arcs 
concave et convexe A G et D F compris entre ses côtés. 

Menons par le point F la parallèle FI au coté AB, et nous 
formerons l'angle inscrit G FI , égal à ABG: donc cet angle AB€ 
aura pour mesure la moitié de l'arc IG compris entre l'es côti^ 
de G FI y ou, ce qui rcTient au même, la demi-difiference des arcs 
A G et AL Mais AI=:DF : donc l'angle ABG a pour mesure la 
demî-diffi^rence des arcs AG et DF, ce qu'il fallait démontrer. 

150* Nous avons vu qu'un angle au> centre a pour mesure l'arc 

compris entre ses côtés. On peut se demander si la réciproque 

de cette proposition est vraie, c'est-à-dire si de ce qiCun angle 

FIg. 65. a pour mesure F arc concave AMG compris entre ses côtés, 

on doit conclure que cet angle ait son sommet au centre. 

Le principe que nous avons posé au u.** 122 va nous conduire 
à la solution de cette question. En effet, si l'angle dont il s'agit 
n'a pas son sommet an centre, il l'aura nécessairement ou hors 
de la circonférence, ou sur la circonférence, ou entre cette 
courbe et le centre. Dans le premier cas sa mesure sera moindre 
que la moitié de AMG (1 A9), et dans le second elle sera préci- 
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ACB: donc cet angle aura pour mesure — U —-—=—- — : car pour 

2 2 2 

Boustraire une quantité dMne autre > il faut l'écrire à la suite de cette autix 

avec un signe contraire au âea 
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sèment la moitié de AMG (142) : donc les deux premières hypo- 
thèses ne peuvent ayoir lieu. Actuellement si le sommet de l'angle 
est placé entre le centre et la circonférence, cet angle aura pour 
mesure la moitié de l'arc AMG compris entre ses Cotes, plus la 
moitié de Tare compris entre leurs prolongemens (148) : donc 
pour qu'il avX pour mesure Parc AMG, il suffira que l'arc com- 
pris entre les prolongemens de ces côtés soit égal à AMG; donc 
si l'on prend un arc quelconque DÏÏF égal à AMG, et que l'on 
tire les cordes transversales A F et DG, on formera un angle 
ABC qaî aura pour mesure l'arc AMG compris entre ses côtés, et 
dont le sommet ne sera pas au centre; et l'on voit qu'il j a une 
infinité d'angles qui jouissent de cette propriété. Donc la réci'» 
proque du théorème 132 est fausse. 



PBOBLEMB. 



151. Quel est le lieu géométrique des sommets de tous les 
angles qui, s^appuyant sur Parc AMG, ont cet arc pour 
mesure* 

D'abord il est évident que si, par les trois points A, O, G, on 
fait passer une drconfe'rence, tous les angles inscrits dans l'arc 
AOG seront égaux à l'angle AOG (143), et auront ainsi Tare 
AMG pour mesure (132). B'on autre côté il n'y a que ces 
angles qui aient cette mesure : car tous ceux dont les sommets ne 
seraient pas situés sur l'arc AOG auraient une mesure plus 
l^ande (148) ou plus petite (1/^9) que la moitié de l'arc AKG : 
donc ils seraient plus grands ou plus petits que l'angle AOG , le- 
quel a pour mesure ^ AKG. Donc l'arc AOG est le lieu de- 
mandé. 

Be ce que l'angle AOG a à la fois pour mesure l'arc AMG et 
i.AKG , il ne faudrait pas conclure que AMG fût la moitié de 
AKG : car cela signifie seulement que les rapports des arcs AMG 
et ^AKG aux quadrans des cercles dont ils font partie, sont 
égaux (134); donc, à moins que les conséquens de ces rapports 

AKG 

ne soient égaux, les antécédens AMG et — r — ne pourront pas 

l'être. 

THÉOXÀMI* 

152* Tout anf^e qui a pour mesure la moitié de tare 
concave AMG, compris entre ses côtés, a son sommet placé Flg. ^9» 
sur la partie restante de la circonférence* 
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Cette proposition est la rëcîproqDe de celle du ii«<> 142, «t se 
démontrera d'après la règle du nfi 122. 

153. Go&oLLAiEB. Il suit de là que si Ton fait mouvoir un 
angle ABC sur un plan, de manière que ses deux côtes passent 
constamment par deux points fixes A et G de ce plan, son som- 
met B décrira un arc de cercle tel que tous les angles que l'on 
pourra j inscrire seront égaux à l'angle B. 

154* Bemarquons que si l'angle B était droit, l'arc dont il 
s'agit serait une demi-circonférence (127)« Donc le lieu des 
sommets de tous les angles droits dont les côtés passent par 
deuœ points donnés, est une circonférence dont le diamètre 
est la droite qui les unit» 

P&OBLàME. 

155. Décrire urne circonférence qui passe par trois points 
Fig. 64. donnés A, B, Q,, lorsqu'on ne peut approcher du centre* 

Pour cela, disposez deux règles MN et NO de manière que 
la première passe par les deux points A et B» et la seconde par 
les deux points G et B, et ajustez-<les ensuite de manière que leur 
angle reste invariable. Si, après avoir fixe deux pointes en A et 
en G , vous faites mouvoir l'instrument de manière que les deux 
règles s'appuient constamment sur les pointes A et G ^ la pointe 
à tracer que vous aurez placée en B, où leurs arêtes intérieures 
se rencontrent, décrira l'arc qui doit s'étendre au dessus de AG$ 
et quand la règle NM sera venue se coucher sur AG, l'autre 
règle NO sera tangente à la circonférence demandée au point G, 
puisqu'elle coupera alors cette circonférence en deux points qui 
seront réunis en G (107). Pour achever de décrire la circonfé- 
rence^ on reconrnuencera l'opération en prenant les points A 
et B pour centres de rotation; mais on se contentera de faire 
mouvoir l'instrument jusqu'à ce que la règle posée sur AG soit 
venue se coucher sur AB. 

Ce problème trouve son application lorsque l'on veut en- 
ceindre d'un mur circulaire un espace dans lequel on ne peut 
pénétrer* 

PROBLàVB. 

IPig. 65. 156. Décrire sur une droite donnée AB un arc capable de 
P angle donné K, c'est-à-dire tel que tous les angles inscrits 
dans cet arc soit égaux à K. 
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SoppoftODS le problème résolit, et soit AGB l'arc demande: 
tons les angles inscrits dans cet arc auront pour mesure la tnoî- 
lié de la partie restante AMB de la circonférence, et par consë- 
qoent cette moitié devra être la mesure de l'angle donne K. Donc 
si l'on fait au point B et au dessous de AB l'angle ABD égal à K, 
cet angle aura pour mesure la moitié de AMB, et par consé- 
quent BD sera tangente à la circonférence (142 et 1/il6): donc 
cette circonférence doit passer par le point A, et toucher la 
droite BD au point B, ce qui nous ramène au problème du 
n.o 116. 

Ainsi, pour résoudre le problème, on fera au point B et au 
ilessoufl de AB un angle ABD égal à K; on élèvera au point B 
une perpendiculaire sur BD; on en mènera une seconde sur le 
mih'ea de AB ; et du' point 0, oii ces deux perpendiculaires se cou- 
peront, avec OB pour rayon, on décrira une cûrconfiârence» 
L'arc situé au dessus de AB résoudra le problème. 

Quant à l'arc inférieur AMB , il est capable du.Snpplément de 
l'angle donné: car la somme des deux angles AMB et AGB a 
ponr mesure la moitié de la circonférence* 

Bonc si l'angle donné K est droit, l'arc demandé doit être une 
demi-circonféreflce; etenefièt la perpendiculaire élevée sur BD 
an point B coïncide alors avec AB. Cela résulte encore de la 
remarque que nous avons faite au nfi 154. 

t57« Ce problème trouve son application dans la topographie, 
qui est l'att de lever le plan d'un pays de peu d'étendue. Suppo- 
sons, en effist, que l'on veuille ^orer sur une carte la position 
iPun point D, duquel on puisse "voir à la fois trois points Fig. 6d« 
A, B, C, déjà représentés en a, b, c sur cette carte. On se 
transportera au point D avec un graphomètre , et l'on y mesurera 
les angles ADB et BDG fbrmés par les rayons visuels gui vont 
de D aux trois points A, B, C. Il est clair que le point inconnu d 
devra se trouver sur un arc capable de l'angle ADB, et terminé 
aux points a et ^ .- car, la carte devant être la représentation par- 
faite du terrain, les droites qui joignent les points a, b, c,dy 
doivent former les mêmes angles que celles qui unissent les ob- 
jets A, B, G, D. Par la même raison il devra se trouver sur l'arc 
capable de BDG, décrit sur bc : donc il sera à leur point d'in* 
tersection d. On vérifiera cette construction en observant que, 
si l'on tire les diamètres ^y*et bg, les trois poinlsy*^ d, g, de- 
vront être en ligue droite. 
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Remarquons «gue si les quatre points A, B, G, D, étaient 
situes sur une même circonférence , l'arc qui passe par les 
trois points a, b, d, passerait aussi par le point c , et coïnci- 
derait ainsi ayec l'arc décrit par les trois points h^ c, d (99), 
de sorte que la position du point d resterait indéterminée. On 
aurait alors recours à un quatrième point £, que l'on combine- 
rait avec deux des trois points A, B, G. 



PEOBLàHE. 



Fîg. 67. 158. lyun point A donné hors d'une circonférence mener 
une tangente à cette circonférence. 

Supposons le problème résolu, et soit AT la tangente demandée. 
Si nous joignons OT, l'angle OTA ainsi formé sera droit : donc 
son sommet se trouvera sur la circonférence décrite sur OA 
comme diamètre (1 54). Mais ce sommet doit aussi se trouver sur 
la circonférence donnée : donc il sera à l'intersection de ces 
deux circonférences. Ainsi, pour résoudre le problème, on ti- 
rera OA; sur cette droite, comme diamètre, on décrira une cir- 
conférence, et, en joignant le point donné A avec les points d'in- 
tersection T et T', on aura les deux tangentes AT et AT', qui 
résolvent également le problème. Si l'on joint en effet OT et OT', 
on formera des angles droits OTA et OT'A (144) : donc ces 
droites sont chacune perpendiculaires à l'extrémité d'un rayon ,~ 
et partant tangentes à la circonférence. 

159. Go&OLLAiRB. Si l'on fait tourner la partie inférieure de 
la figure autour deOA comme charnière, les deux demi-circon- 
férences AT'O et GT'B viendront recouvrir exactement leurs cor- 
respondantes supérieures : donc le point T' viendra tomber à la 
fois sur AT O et sur B T G , et par conséquent à leur point de 
section T; donc les deux tangentes AT et AT' sont égales, et 
l'angle TAO =: T'AO ; de sorte que la droite qui joint le point 
de concours de deux tangentes au centre divise V angle for* 
mé par ces tangentes en deux parties égales. 

160. Réciproquement, si l'on divise l'angle TAT' de deux tan- 
gentes en deux parties égales, la droite de division passera par le 
centre de la circonférence, sans quoi, en joignant ce centre avec 
le point A , l'angle TAT' serait divisé en deux parties égales par 
deux droites distinctes , ce qui est absurde. 

Donc le lieu des centres de toutes les circonférences tan-* 
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^eitle^ à deux droites données est la droite ^ui divine leur 
€Uig^ en deux parties égales. 

16f • On peut encore rëioudre le problème précédent de la 
manière «ûvante. 

Décrîyez des points et A comme centues, et avec les rayons Fig. 68. 
respectifs 20 B et OA, deux circonférences qui se couperont aux 
points I et 1'; joignez ensuite 01 et T , et les points T et T', où ces 
droites rencontreront la circonférence donnée y seront les points 
de contact des tangentes demandées: de sorte qu'en joignant AT 
et AT', le problème sera résolu. Les points T et A sont en efiet 
éqnidistans de et de I : donc AT est perpendiculaire sur 
01 (71); donc cette droite est une tangente. 

Bemarquons que cette méthode fournirait encore le moyen de 
résoudre le problème lors même que la circonférence OB ne 
pourrait pas être tracée. Seulement , après ayoir déterminé le 
point I , il fendrait chercher un point équidistant de I et de ; 
la droite qui Funirait au point A serait perpendiculaire sur le 
milieu de 01, et serait par conséquent tangente (a). 

162. Décrire une circonférence qui soit tangente à trois 
droites indéfinies PQ, US et TU. Fîg. 69. 

Kous avons tu que le lieu des centres de toutes les circonfé- 
rences tangentes à deux droites est la droite qui partage leur 
angle en deux parties égales (160) : donc si l'on divise les 
angles en A en deux parties égales par les droites DB et FG, 
le centre de la circonférence demandée devra se trouver sur 
l'une ou sur l'antre de ces droites. Par la même raison il devra 
aussi se trouver sur l'une des deux droites IK et LM,qui partagent 
les angles en C en deux parties ^ales : donc il sera à l'un des 
points où elles rencontrent les deux premières, c'est-à-dire 
en O y Q\ 0", ou 0'", de sorte que le problème aura quatre so- 
lutions. Abaissons en effet du point 0, par exemple, les per- 
pendiculaires OC, OB', OA' sur les droites respectives BS, PQ, 
TU. Il est évident que si l'on plie la figure le long de OA, les 



(a) Cette méthode e«t une application de celle qae l'on emploie pour 
Biener mie tangente à l'ellipie par un point eztérieor, quand on connatt ion 
crand a^e et let foyen. 

5 
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droites PQ et RB se recouvriront, puisque les angles SAO e€ 
QAO sont égaux: donc les perpendiculaires OC et OB' coïncide- 
ront aussi y sans quoi on pourrait abaisser d'un ménœ point deux 
perpendiculaires sur une même droite; donc elles sont égales. 
On verrait de même que OB' = OA', et qu'ainsi, si du point O 
comme centre, et avec OA' pour rayon, on décrit une circonfé- 
rence , elle sera tangente aux trob droites données. 

Les trois autres points 0', 0" et 0'" sont de même les centres 
de trois circonférences Êiciles à décrire, et qui seront aussi des 
solutions de la question. 

Quoiqu'on n'ait pas fait usage des angles en B , on ne doit pas 
penser que les droites qui les partagent en deux parties égales 
fournissent de nouvelles solutions: car ces droites, étant le lieu 
des centres de toutes les circonférences tangentes àRSetàTU, 
devront nécessairement aller passer l'une par les points et 0'", 
et l'autre par 0' et 0". 

Si l'on suppose que la droite KS , par exemple, tourne autour 
du point A en allant de droite à gauche, elle entraînera les 
droites G F et DE , de sorte que, quand elle sera devenue parallèle 
à TU, ces droites le seront respectivement à IK et à LM(86, 
3«<> , et 87) : donc alors les centres O' et O" n'existeront plus , et 
ainsi le problème n'admettra plus que deux solutions (a). 

Enfin si les trois droites étaient parallèles, le problème serait 
évidemment impossible. 

PROBLiMB. 

163* Décrire une circonférence qui touche deux droites 



(a) Il est clair que , dans le mouvement de la droite AE autour de A , 
le point O' s'éloignera de plus en plus du point C ^ et qu'en même temps 
l'angle AO'C :=• O'AE' (86, ifi) diminuera continuellement On voit encore 
que la limite de la distance O'G sera Vinfini, tandis que celle de Tangle O' 
sera zéro. Or quand ces limites seront atteintes , la droite AE sera devenue 
parallèle à CM : car alors elle ne le rencontrera plus. Ainsi nous pourrons dire 
que dettx droitea êont parallèle» tptand elles ne se rencontrent qu*à une 
distance infinie, ou qu* elles font un angle nuL 

On volt donc que les verticales de deux pointa peu éloignés tun de 
Vautre peuvent être regardées comme parallèles : car leurs directions iront 
concourir à une distance extrêmement grande par rapport à leur éloigne- 
ment^ puisque le rayon de la terre a U52 lieues environ. Le calcul trigono- 
métrique apprend en effet que les verticales de deux points distans de 
1 H 1™ , c'est^-dire d*un quart de Ueue, vont se croiser au centre de la tene 
sous un angle plus petit que 56 secondes. 
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données PQ et RS , et l^une d* elles PQ, en un point donné B^ Fig. 70. 

La solution de ce problème se déduit trop simplement des 
principes des luo» 108 et 160 pour nous y arrêter* 

VROBLÂMB* 

/64[. Mener une tangente commune à deux circonférences 
données^ 

Ce problème admet ëYÎdemment quatre solutions, saToir : deux 
tangentes externes et deux tangentes internes* Supposons-le 
résolu, et soit AB une tangente externe* Joignons OA et CB : ces Fig. 71. 
droites seront perpendiculaires sur cette tangente : donc, si Mou 
mène par le centre 0' la parallèle O'G â AB, la partie A G ainsi 
dëterunnée sur le rayon AO sera égale à O'B (84l), de sorte 
que OG sera égale à la différence des rayons des deux circonfé- 
rences; mais O'G est perpendiculaire snr A (82) : donc elle est 
lauréate à la circonférence que l'on décrirait avec lo rayon 
OC Ot4> 

D^rÎTez donc une circonférence du point O comme centre 
avec un rayon CD égala la différence de ceux des deux circon- 
férences données; menez de 0' deux tangentes à cette circonfé- 
rence, et joignez le centre arec les points de contact G et G'; 
menant enfin des tangentes aux points A et A', où ces droites G 
et OC font couper la circonférence 0, on aura les deux tangentes 
externes AB et A'B*. 

On Terra de la même manière que , pour trouver les deux 
tangentes internes, il faudra décrire du centre O une circonfé- 
rence avec la somme OG des rayons des deux circonférences 
données, et acherer la construction comme précédemment 

II est facile de voir qne les deux tangentes externes yont se 
couper snr la droite qui joint leâ centres, et qu'il en est de méu» 
pour les deux tangentes internes* 

165. Nous avons tu que trois points qui ne sont pas situés en 
ligne droite déterminaient une circonférence : d'oh il suit qne 
deux circonférences ont au plus deux points communs. Deux pa- 
reilles circonférences sont dites sécantes. Elles sont tangentes 
si elles n'ont qu'an point commun. 

TBÉOEàMB. 

166. Lorsque deux circonférences se coupent, la droite 
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qui joint les centres est perpendiculaire sur le milieu de la 
corde commune. 

En effet, si l'on élère une perpendiculaire sur le milieu de cette 

'7%. 72. corde AB, elle ira passer par les deux centres et 0' (1 03) : donc 

elle aura deux points communs ayec la droite 0', et coïncidera 

par conséquent atec elle; donc 00' est elle-même cette perpen^ 

diculaire éleyée sur le milieu de AB« 

167. Jjorsque deux circonférences sont tangentes ^ le point 
de contact est sur la droite qui joint les centres. 

Fig. 72 Soient en effet et 0' les centres de deux circonférences qui se 
•et 79. coupent, et concerons que la seconde se meuve : il arrivera un 
instant où les deux points d'intersection A et B se seront rëa- 
nis en A y et alors les deux circonférences seront devenues tan- 
gentes. Or la droite qui joint les centres n'aura pas cesse d'être 
perpendiculaire sur le milieu de la corde commune ; et, comme 
cette corde est alors réduite au point A, ce point doit se trouver 
sur la ligne des centres. Donc, etc. {a). 

168. ScHOLiB. Le théorème précédent peut s'énoncer de la 
manière suivante: 

Lorsque deux ciroonférences sont tangentes, extérieure- 
ment ou intérieurement, la distance des centres est égale à 
la somme ou à la différence de leurs rayons. 
Fig. 7S. En effet le point de contact A , devant se trouver sur la droite 
qui joint les centres (167), sera situé entre les deux centres, ou 
les laissera tous deux d'un même coté-, mais alors il est évident 
que, dans le premier cas , leur distance 00' est égale à la somme 
OA -|- O'A des deux rayons , et que dans le second elle est égale 
à leur différence OA— O'A. 



(a) Si l'on Tcut démontrer ce théorème à priori, on dira : Supposons que 
Ftg. 74. le point de contact soit en M, hors de la droite 00' qui joint les centres O 
et C. Abaissons MA, perpendiculaire sur 00' > et prolongeons-la d'une quan- 
tité AM' = AM. Il est clair que de cette manière la droite O 0' est perpendl- 
cohire sur le milieu de M M', et qu'ainsi les centres et O' sont chacun éga- 
lement éloignés de ses extrémités M et M' : donc les deux circonférences 
passeront aussi par le point M'; donc elles auront deux, points communs, ce 
qui est contraire à l'hypothèse. Donc le point de contact M ne peut pas être 
hors de la droite 00'. 



à 
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T HÉOEÂMB. 

169* AëcîproquemeDt, deux circonférences sont tangenter 
lorsque elles ont un point commun k sur la droite qui joint 
les ceniresm 

Ifous coasidèreroDS deux cas ^ selon qœ le point comnran À 
sera entre les deux centres et 0', ou sur le prolongement de 
la droite qui les unit 

1*^ Joîgoonsles deux centres et O' atec un point quelconque 
M de la circonférence 0': nous formerons ainsi la brisée OMO', 
qui sera plus grande que la droite OAO'. Retranchons d'une part 
MO' et de l'autre son égale O'À: il restera OM ^ OA : donc tous 
les points de la circonférence 0' sont , à l'exception de A , exté- 
rieurs à la circonférence 0; donc ces deux circonférences sa 
toucbent extérieurement en A. 

2/> Joignons encore les centres et O' arec un point quel < 
<M>iiqiie M de la circoufërence 0'. La droite OM est plus courte 
que la brisée OO'M, ou que son égale OA : ainsi tous les points 
de la circonférence 0' sont intérieurs à la circonférence O; donc 
ces deux circonférences se touchent intérieurement en A* 

On pourrait encore démontrer cette réciproque par la réduc- 
tion à l'absurde (1 22), et en s'dppnyant sur le théorème du n.o 1 66» 

170. ScHOLiB. Cette réciproque peut s'énoncer comme il suit : 

Deux circonférences sont tangentes extérieurement ou in" 
térieurement lorsque la distance de leurs centres est égale 
à la somme ou à la différence de leurs rayons* 

1.0 Supposons que la dbtance 00' des centres soit égale à la 7ig. 79. 
somme des rayons; soit A l'un des rayons, l'autre sera néces- 
sairement O'A : donc les deux circonférences passeront par le 
point A de la droite 00'; donc elles seront tangentes (169)* 

2.0 Supposons que la distance 00' des centres soit égale à la 
différence des rayons, le plus grand se composera alors du plus 
petit et de cette distance : donc si OB est ce plus grand rayon, le 
plas petit sera nécessairement O'B; donc les deux circonférences 
passeront alors par le point B de la droite 00'; donc elles seront 
tangentes (^169). 

171. ComoLLAimB. Il suit de cette proposition et de la précé- 
dente (167 et 169) que la droite indéfinie A est le lieu géo^ vig. 79. 
métrique des centres de toutes Us circonférences tangentes 
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à la circonférence au point k'^ et si par le point Aon mène 
une perpendiculaire TT' à OÀ, cette droite sera une tangente 
commune à toutes ces circonférences. Or chacune de ces cir^ 
conférences enveloppe tontes celles dont les centres sont compris 
entre le sien et le point A : donc ces circonférences s'approchent 
d'autant plus de cette tangente que leurs ra;yons sont plus grands ; 
de sorte qu'on peut regarder la tangente TT' comme leur limite , 
c'est-à-dire comme celle dont le rayon est infini. 

172. Pour que deux circonférences se coupent, il faut et 
il suffit que la distance de leurs centres soit plus petite que 
la somme de leurs rayons y et plus grande que leur dijfé^ 
rence* 

Prouvons d'abord que ces deux conditions sont nécessaires , et 
nous ferons yoir ensuite qu'elles sont suffisantes. 

\fi Si la distance des centres n'est pas plus petite q«e la 
somme des rayons, elle sera égale à cette somme ou plus grande 
qu'elle. Mais, dans le premier cas, les deux circonférences se- 
raient tangentes extérieurement (170), et dans le second elles 
Fig. 76. seraient extérieures : car O et 0' étant les deux centres, si OA 
est le rayon de la première, celui delà seconde sera plus petit 
que O'A, puisque nous supposons que 00' surpasse la somme 
des deux rayons ; donc cette seconde circonférence sera enve- 
loppée de toutes parts par celle que l'on décrirait avec le rayon 
O'A; mais celle-ci est tangente extérieurement à la circonfé- 
rence O ; donc nos deux circonférences A et O'A' sont exté- 
rieures ; donc pour qu'il y ait intersection , il faut que la distance 
àes centres soit moindre que la somme des rayons* 

2.0 Si la distance des centres n'est ptis plus grande que la 
différence des rayons, elle sera égale à cette différence ou plus 
petite qu'elle. Mais dans le premier cas, les deux circonférences 
seraient tangentes intérieurement (170); et dans le second, l'une 
Fig. 77. serait enveloppée par l'autre. En effet , la distance 0' des centres 
étant supposée plus petite que la différence des rayons , le plus 
f grand rayon surpasse la somme faite de l'autre rayon , et de 
cette disiaDce 00' : donc si OA est le rayon de la plus grande 
circonférence, celui de la seconde sera plus petit que O'A; donc 
cette seconde circonférence sera enveloppée de toutes parts par 
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la circonférf nce que l'on décrirait ayec le rayon D'A ; mais celle- 
ci est tangente intérieurement à la circonférence 01; donc 
cette deroîière enveloppe de toutes parts la circonférence O'A'. 
1>chk;, pour qu'il y ait intersection , il faut que la distance des 
centres surpasse la différence des rayons. 

IhnDCj pour que deux circonférences se coupent^ H faut 
qiie la dislance des centres soit moindre que la somme des 
rayons et plus grande que leur différence. 

Je dis maintenant que ces deux conditions sont suffisantes : 
car si la première est remplie, la plus petite circonférence O'A' Fig. 1\ 
ne sera ni extérieure à la plus grande OA, ni tangente extérien- 
rensent à cette plus grande, sans quoi la distance des centres 
serait plus grande que la somme des rayons ou égale à cette 
somme; et si la seconde condition est satisfaite, Ja petite cir- 
conférence O'A' ne sera ni intérieure à la grande OA , ni tan- Fig. 77. 
gente intérieurement à cette plus grande : car alors la distance 
des centres serait moindre que la différence des rayons ou égale 
à cette différence. La circonférence O'A' sera donc en partie 
intérieure et en partie extérieure à la circonférence OA; donc 
elle la coupera, 

173. ScHOLiB I. Si l'on ignore lequel des deux rayons est le 
plus grand , il faudra vérifier que chaque rayon est plus petit 
que la somme faite de l'autre rayon et de la distance des centres, 
pour être sûr que la seconde condition est satisfaite. 

174. ScHOLii II. On Toit maintenant pourquoi , lorsque nous 
ayons voulu élever une perpendiculaire sur le milieu d'une droite 
(72), nous avons pris une ouverture de compas plus grande que 
la moitié de cette droite : c'est que de cette manière la somme des 
deux rayons est pi os grande que la droite donnée , c^est-à-dire 
que la distance des centres; et, comme d'ailleurs ils sont égaux, 
leur différence est nulle, et par conséquent moindre que cette 
même distance» Ainsi les deux circonférences se sont nécessai- 
rement coupées* 

175« La proposition du n.^ 169 fournit le moyen de compo- 
ser avec des arcs de cercle différentes courbes dont plusieurs 
sont très-usitées dans l'architecture, telles que le talon, la 
doucincy la volute ^ etc. Le talon est formé de deux arcs égaux 
ettangens, l'un concave , Faotre convexe. De plus, ces arcs 
coupent à angles droits les droites AB et CD qui limitent les Fig. 78. 
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filets dont le talon est destiné à réanir les saillies. En consé- 
quence, ponr le tracer, on joindra les points B et D où les arcs 
doirent se terminer par la droite BD, dont on prgiidra le mi- 
lîen 0, qui sera ainsi le point de contact de ces arcs. Si donc 
on élève la perpendiculaire IK sur le milieu de OB, l'arc dé- 
crit du centre I ayec le rayon IB , aura sa tangente en B per- 
pendiculaire sur ÀB. On joindra ensuite 10, et Fou prolon^ra 
cette droite jusqu'à la rencontre de CD en L : ce point sera le 
centre du second arc. 

« La doucine ne diffère du talon qu'en ce que les deux arcs sont 

Fig. 79. tangens aux filets en B et en D : de sorte que, pour la décrire , 
on élèvera encore une perpendiculaire sur le milieu de OB; et 
le point I, où elle coupera la perpendiculaire menée par le point B 
sur AB , sqpi le centre du premier arc. On aura ensuite celui 
du second, en prolongeant 10 jusqu'à sa rencontre en L,aYec 
la perpendiculaire élevée en D sur GI>. 
Fig. 80. Pour tracer la volute, menez par l'origine A de cette courbe 
deux droites perpendiculaires entre elles, et prenez les deux 
distances égales AB et AG , mais d'autant plus petites que les 
spires devront être plus rapprochées les unes des autres. Par 
les points B et G, menez des parallèles à AG et à AB, et prenez 
DB' égal à DB. Gela fait, des pointsB, A, G, D, B, A, G,D, B.etc, 
pris successiyement pour centres, et avec les rayons respectifs 
BB', AA', CG', DD', BB", AA", CG", DD", BB"', etc., décrive» 
les quadrans B'A', AG', G'D', DB", B"A", A"G", G"D",D"B", etc. 
Chacun de ces quadrans sera tangent avec le suivant, de sorte 
que tous ces arcs se raccorderont. Maintenant , pour achever 
la spirale ou volute, terminez la demi-circonférence A'B'E, 
et ensuite décrivez successivement sur BE et BA deux demi- 
cîrconiérences. 

PHOBLàHB. 

176. Décrire une circonférence qui touche une circonfé^ 
Fig. 81. rence donnée en un point donné k, et de plus soit tan- 
gente à une droite donnée BG. 

Ge problème se ramène immédiatement à celui du n.o 163, en 
menant au point A la tangente AK : car il est clair que le cercle 
qui sera tangent à AK au point A, et touchera de plus BG» 
résoudra le problème proposé. 
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PROBLÀMB. 

177* ZMÊkire une circonférence qui touche en un point 
donné k^me circonférence donnée , et qui passe par un Fig. 82. 
second point donné G. 

Llnconnue de la question est évidemment le centre de la 
cîrconfërence demandée; or la droite OA est le lieu des centres 
de toutes les circonférences tangentes en A à la circonfêrenceO: 
donc le centre demandé se trouye sur OA. Il doit aussi se trou- 
Ter sur la droite DF, élevée perpendiculairement sur le milieu 
de G A : car DF est le lieu de tous les points équidistans de G 
et de A; donc il est à l'intersection 0' des droites OA et DF; 
donc la circonférence décrite de 0' comme cej^re, ayec le 
rayon O'A, résoudra le problème. • 

Le problème serait impossible si 'la droite DF était parai* 
lèle à OAy ce qui arriverait si G A était perpendiculaire à OA, 
c'est-à-dire tangente à la circonférence donnée (114). 

Ce problème aurait pu se ramener à celui du n.° 116* 

PAOBLÂMB. 

178. Décrire une circonférence d^ un rayon donné 'B, qui FIg. 85. 
soit tangente à une droite GB et à une circonférence OA 
donnée. 

li'înconnue de la question est encore le centre de la circon- 
férence demandée; or les lieux respectifs des centres de toutes 
les circonférences tangentes extérieurement et intérieurement à 
la circonférence y sont les deux circonférences OF et OG , dé- 
crites du point comme centre avec les rajons 0F= OA + H, 
et G 6 = OA — i R (1 70) : donc le centre demandé se trouve sur 
ces deux circonférences. D'un antre côté il doit être distant 
de CB de la quantité R : donc il appartient à Tune ou à l'autre 
des parallèles MN et PQ menées à GB,à la^stance OI=OK=R 
de cette droite ; donc il est un des points d'intersection de 
ces parallèles ayec ces circonférences. Or cbacune peut ren- 
contrer chaque circonférence en 2, 1 on zéro points : donc le 
problème peut avoir depuis zéro jusqu'à 8 solutions. 

PROBLÂMB. 

179r Décrire une circonférence qui touche une droite 
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Fig. 84. donnée ÂB en un point donné C , et soit en outre tangente^ 
à une circonférence donnée 0. 

Soit 0' le centre înconnu de la cîrcouférence jMandëe : ce 
point se trouvera cTidemment sur la perpendico^Pe indéfinie 
DD', menée à ÀB par le point G. D'un autre côté, si les deux 
circonférences doivent être tangentes extérieurement, O'O sera 
la somme des deux rajons : par conséquent, si Ton prend C I> 
égal au rayon de 0, le centre 0' sera également distant des 
points et D, de sorte qu'il sera déterminé par l'intersection 
de DD' avec la perpendiculaire FF' élevée sur le milieu de OD. 
Mais si les deux circonférences doivent se toucher intérieure* 
ment, la distance de leurs centres sera la différence de leurs 
rayons; et conséquemment si l'on prend CD' égal au rayon de 
la circonftence 0, le centre inconnu sera équidistant des points 
et D', et se trouvera ainsi à Fintersection 0" de DD' a?ec la 
perpendiculaire G G' élevée sur le milieu de OD'. 

On voit donc que le problème admet en général deux solu- 
tions si, comme nous l'avons supposé, le point G est extérieur 
à la circonférence donnée. Gependant si la droite AB était tan- 
gente à la circonférence 0, il est clair que OD' serait alors 
parallèle à cette droite (84l), et qu'ainsi le centre 0" s'éloignerait 
à l'infini [162 (a)]. Dans ce cas la circonférence 0"G dégénérerait 
dans la tangente AB (171). 

Si le point G était sur la circonférence , GD et CD' seraient 
alors égales à OG, et ainsi les points 0' et 0" coïncideraient 
avec C : donc les circonférences O'G et 0"G se réduiraient au 
point G. 

Si le point G est intérieur à la circonférence 0, la construc- 
tion réussit toujours; mais les deux circonférences sont inté- 
rieures à la circonférence donnée. 

Enfin si AB est tangente à la circonférence 0, et que G soit 
précisément le point de contact, le problème admet une infi- 
nité de solutions (171). 

180* Les problèmes que nons venons de résoudre sont d'une 
grande importance pour les mécaniciens, qui ont souvent besoin 
de transformer un mouvement dans un autre , et toujours de 
transmettre à V outil le mouvement que le moteur imprime an 
récepteur, c'est-à-dire à la pièce sur laquelle s'exerce son 
action. 

Si une règle presse contre la circonférence d'une roue nio- 
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bîle autour de son centre suppose' fixe, on sent très-bieu que la 
roue ne pourra tourner sans pousser la règle dans le sens de 
son mouTeiattit : de sorte que sî l'on veut faire mouvoir un point 
en ligne dmte, il suffira de diriger la règle sur ce point, ce 
qui 9 dans le dessin de la machine, exige que l'on sache me- 
ner d'un point donné hors d'une circonférence une tangente à 
cette courbe (158 et 161). Hais le simple frottement ne sera 
plus suffisant pour faire mouvoir la règle , si'la résistance que 
son extrémité doit vaincre est un peu considérable. Alors on 
arme la règle et la circonférence de la roue de dents d'égale 
grosseur et également espacées, de sorte que les dents de l'une 
engrenant avec celles de l'autre, la règle et la roue ne peuvent 
se moa^oir ibolément. Telle est, par exemple, la machine con- 
nue sous le nom de cric. On rencontre encore ce système d'une 
crémaillère et d'une roue dentée dans une foule de machines ; 
par exemple, dans les scieries mécaniques. La poutre que l'on 
▼eut débiter est portée sur un chariot dont les roues se meuvent 
sur les rails d'un petit chemin de fer, et au dessous duquel est 
fixée une crémaillère qui engrène avec une roue dentée mo« 
bile autour de son centre. La poutre est ainsi constamment 
appuyée contre les tranchans de plusieurs scies disposées à 
égales distances les unes des autres, et qui^ en se mouvant ver- 
ticalement , la divisent en planches de même épaisseur. 

Si deux circonférences mobiles autour de leurs centres sont 
tangentes , et que l'une vienne à tourner , l'autre tournera aussi , 
mais en sens contraire , sans qu'elles cessent de se toucher au 
même point : donc une règle qui sera pressée par la seconde 
roue imprimera à l'objet sur lequel son extrémité s'appuiera , 
un mouvement rectiligne et contraire à celui de la première. On 
voit ainsi que dans le tracé d'un pareil système on pourra avoir à 
résoudre l'un ou l'autre des problèmes des n.^ 176, 178 et 179. 
Enfin si l'on doit transmettre un mouvement à une assez 
grande distance , au lieu d'employer un système de roues den- 
tées qui engrènent, on peut faire usage seulement de deux 
roues en les enveloppant d'une courroie ou d'une chaîne sans 
fin fortement tendue , de sorte que l'une des deux roues venant 
à tourner, l'autre tournera aussi dans le même sens ou en sens 
contraire , suivant que la courroie sera tangente extérieurement 
ou intérieurement aux circonférences des roues. Il est donc 
utile de savoir mener une tangente commune à deux circon-- 
fércnces (164). 
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PREMIÈRE SECTION. 

DES SURFACES PLANES LIMITÉES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES POLYGONES. 

181. O^r appelle poltgonb une portion de plan terminée 
de toutes parts par des lignes droites que Von nomme les 
c&Tis du polygone. 

182. Si une ligne droite , tracée d'une manière quelconque^ ne 
peut rencontrer le périmètre, c'est-à-dire le contour d'un poly- 
gone, en plus de deux points, on dit que ce polygone est conveare 
ou à angles saillans; et dans le cas contraire il est concave 

FIg. 85. ou à angles rentrans. ABGDEF est un polygone contexe, et 
GHIKLMN en est un concaye. Les angles saillans de celui-ci 
sont G, H, K, L, M; et I et N sont ses angles rentrans. Il faut 
entendre par l'angle rentrant I toute la portion du plan du poly- 
gone qui serait parcourue par le côte indéfiniment prolongé IK, 
s'il tournait autour de I de manière que son point k yînt, en dé- 
crivant l'arc kl h y se rabattre en h. Ainsi cet angle est égal à 
quatre droits, moins l'angle Kl H. 

On appelle diagonale la droite qui joint les sommets de deux 
angles non adjacens : telles sont les droites AD et MK. 

Quand nous parlerons d'un polygone, il s'agira toujours d'un 
polygone convexe, à moins que nous n'exprimions précisément 
le contraire. 

183. Nous appellerons polygone inscrit à un cercle celui 
dont tous les angles ont leurs sommets sur sa circonférence; en 
même temps on dit que le cercle est circonscrit à ce polygone» 
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Un polygone est circonscrit à un cercle lorsque tous ses cô- 
tes sont des tangentes à la circonférence. Le cercle est alors ins- 
crit dans ce |x>l7gone« 

184. On distingue les polygones d'après le nombre de leurs 
cotés oo de leurs angles, ce qui revient tout-à-^Eiit an même, et 
on leur a donné des noms qui désignent précisément le nombre 
de ces angles on de ces cotés. Ainsi on appelle 

Triangles les polygones de 5 côtés ; 

Quadrilatères^ 4 

Pentagones 5 

Hexagones 6 

Heptagones. 7 

Octogones 8 

Ennéagones 9 

Décagones 10 

Endécagones 11 

Dodécagones 12 

Etc. 

On ne pousse pas ordinairement cette nomenclature au-delà 
do dodécagone , si ce n'est pour le pentédécagoney qui est le 
polygone de 15 côtés. 

185. On conçoit très-bien que deux figures, un cercle et un 
triangle, par exemple, penvent renfermer entre leurs côtés des 
portions égales de l'étendue, sans cependant être superposables. 
I^oos exprimerons qu'il en est ainsi en disant que ces figures sont 
équivalentes , et nous réserverons la dénomination de figures 
égales pour celles qui pourront été superposées. 

Les triangles et les quadrilatères ont des propriétés qui leur 
sont particulières : nous allons les étudier d'abord, et nous ver- 
rons ensuite quelles sont les propriétés conununes aux polygones 
de tous les ordres. 

DU TRIANGLI* 

THioaàMB. 

186. Za somme des angles d!un trian^ est égale à deux 
angles droits. 

lions avons m que par trois points non en ligne droite on 
pouvait toujours &ire passer une circonférence : donc on pour* 
m cîrconscrîre nn cercle à tout triangle (183). Or chacun des 
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Fig. 86. angles A, B^ C a pour mesure la moitié de l'arc compris enire 
ses côtes; et, comme la somme de ces moitiés est une demi-cir- 
conférence, c'est-à-dire la mesure de deux angles droits, il se 
trouye ainsi démontré que la somme des angles d'un triangle est 
égale à deux droits. 

On peut encore démontrer ce théorème de la manière sui- 
yante, en s'appujrant sur l'égalité des angles alternes-internes 
et des angles correspondans. Pour cela je prolonge le côté GB, 
et je mène par le point B la droite B D, parallèle à ÀG. La somme 
des trois angles du triangle est égale à celle des trois angles 
formés autour du point B : car d'abord l'angle ABC est com- 
mun à toutes deux; l'angle A est égal à l'angle ABD comme 
alternes-internes 9 par rapport aux parallèles A G et BD et à la 
sécante AB;'et l'angle G est égal à DBF, son correspondant par 
rapport aux mêmes parallèles et a la sécante G F. Mais la somme 
des trois angles formés autour du point B yaut deux droits : donc 
celle des trois angles du triangle ABG yaut aussi deux droits. 

Ge théorème fournit un nouyeau moyen de yérifier un gra- 
phomètre. Il n'y a poor cela qu'à former un triangle sur le 
terrain, en plaçant des jalons à ses sommets, et à en mesurer 
successiyement les trois angles. Si leur somme ne diffère de 180'' 
que de une ou deux minutes, l'instrument est bon. 

187. GoROLLÀiHB I. Ghaque angle d'un triangle est le supplé- 
ment de la somme des deux autres (57) : ainsi quand deux angles 
d'un triangle sont respectivement égaux à deux angles d'un autre 
triangle , le troisième angle de l'un est égal au troisième angle 
de l'autre , et les deux triangles sont équi angles entre eux. 

188. GoROLLÀiR£ II. Uangle BXTiRiBCR ABF d'un triangle 
(ofi appelle ainsi celui qui est formé par un côté et le pro- 
longement iTun autre) est égal à la somme des deux inté^ 
rieurs opposés A et G : car cette somme des angles A et G a 
pour supplément l'angle ABG, qui est aussi le supplément de 
ABF (51). 

189. GoROLLAiRB III. IJu triangle ne peut ayoir qu'un seul 
angle droit, et à plus forte raison qu'un seul angle obtus. 

190. Ge dernier corollaire conduit à une division des triangles 
en trois classes , d'après la nature de leurs angles. On nomme 
triangfe kkgtakgi.v celui qui a un angle droite et on appelle 
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nxBOiBànuBM le côté opposé à ¥ angle droit. Le triangle ABC Fig. 87. 
est un trîaDgle rectangle dont BG est l'bypothënuse. Il est ëti- 
deot que dans un triangle rectangle les deux angles aigus sont 
complémentaires (92). 

19t» Cette propriété du triangle rectangle donne un moyen 
iàcî/e d'abaisser une perpendiculaire sur une droite AB par an Fîg. 2t. 
point donné G hors de cette droite, au moyen du graphomètre* 
Pour cela on placera cet instrument en un point quelconque G 
de la droite AB, et on mesurera l'angle GCA que forme avec 
cette droite un rayon visuel dirigé sur un jalon planté en G. 
Transportant ensuite le graphomètre au point G, on pointera 
Validade fixe sur un jalon placé au point G, et on amènera l'ali- 
dade mobile à faire avec l'autre un angle complémentaire de 
celm GCA que l'on a observé* Il ne s'agira plus alors que de faire 
planter sur AB un jalon qui soit en même temps dans la direction 
de l'alidade mobile* 

192* On appelle triangle acutangle celui dont les trois angles 
sont aigus, et triangle ohlusan^le celui qui a un angle obtus. 
Tels sont ABC et DBF* Fig. 88. 

1 93. On distingue aussi les triangles d'après les rapports qui 
ej^istent entre leurs côtés. Ainsi on appelle triante scalâre 
celui dont les trois côtés sont inégaux ; isocèle celui dont 
deux côtés sont égaux ,eX alors le troisième coté est dit la hase 
du triangle, et le sommet de l'angle opposé à la base est le 
sommet du triangle. 

Il suit du nfi 7 1 que la droite qui va du sommet d'un triangle 
isocèle au milieu de sa base est perpendiculaire à cette base* Cette 
droite se nomme la hauteur du triangle* On voit donc qu'u/t 
triangle isocèle est déterminé lorsqu'on connaît sa base et sa 
hauteur» Les charpentiers font usage de cette propriété dans le 
tracé des formes destinées à supporter les toitures de nos mai- 
sons : car ces fermes ont la figure de triangles isocèles dont la 
base est déterminée par la distance des deux murs parallèles sur 
lesquels le toit doit s'appuyer, et dont la hauteur dépend de la 
pente que l'on veut donner à ce toit (a)* 



(a) La|>ente que Ton doit donner à un toit n'est point da tout Ifi(fiffêrexite : 
car on conçoit qu'il entrera d'autant moins de bois dans une cliarpente que 
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Eii6n on nomme triangle iftviLÀTiaAL celui qui a set trois 
côtés égaux* 

1 94« De deux angles cPun triangle celui'4à est le plus grand 
qui est opposé à un plus grand côté; et réciproquement, le 
plus grand de deux côtés est celui qui est opposé à un plus 
grand angle* 
F2g. 86. En effet si le oôtë AG est pins grand que le cote iB, il est plus 
près du centre que lui (123), et ainsi AB ne peut être situe entre 
le centre et le côte AG : donc l'arc AB est moindre qu'une demi- 
circonfërence ; donc il est plus petit que l'arc A G (120); donc 
la mesure de l'angle B surpassera ceUede l'angle G; donc l'angle 
B est plus grand que G. 

Si Tangle B est plus grand que l'angle G, la mesure du premier 
surpassera celle du second, et ainsi l'arc AG sera plus grand que 
l'arc AB. Si donc ils sont de même espèce, le côte AG sera plus 
grand que le côté AB (119); s'ils sont d'espèce différente, c'est- 
à-dire si l'arc AG est plus grand qu'une demî-circonférence , 
Farc ABG sera de même espèce que l'arc AB ; et, comme il est 
plus grand que lui, le côté AG sera encore plus grand que le 
GÔtéAB. 

Ge théorème peut se démontrer encore très-simplement en 
s'appujant sur la proposition du n.° 69. 

Fig. 89. Supposons , en effet, que le côté A G soit plus grand que AB. 
n suit immédiatement de cette hypothèse que la perpendiculaire 
DE, élevée sur le milieu de GB, ira couper AG eutre A et G, sans 
quoi le point A serait plas près de G que de B (69) : de sorte 
qu'en joignant EB, cette droite sera tracée dans l'angle ABC; 
mais nous ayons tu, dans la démonstration du n*^' 66, que les 



cette pente sera raoins grande. Feu Rondelet, habfle architecte ^ qui a exa- 
miné cette question avec un soin iKirticulier, a donné la rcgle suivante : Pour 
trouper ia pente (fu*il convient de donner à une toiture en tuile» creueet, 
retranchez de la latitude du lieu où elle doit être établie celle 28o S8' du 
tropique. Pour une couverture en tuiles plates, augmentez ce d'esté de son 
quart, ou de son tiers si vous datez employer des ardoises. On verra, d'après 
cette règle, que , pour la latitude AS» 42', qui est celle du parallèle moyen de 
la France > la pente d'une couverture en tuiles creuses doit être de A6o M' — 
Sfo 28' = 280 U'; en tufles pUtes, de 2So U' + 5o tS' =» 2iK> 2'; et en 
ardoises» de 2So U' + 7o 45' = SOo 59'. 
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aDgles ECB et EBG sont superposables : donc Pangle EGB est 
plus petit qae ABC. 

Supposons actuellement que l'angle ABC soit pins grand que 
ACB. Si l'on élèye encore une perpendiculaire sur le mOîeu 
de CBy et que l'on joigne EB , l'angle EBG sera égal à AGB, 
€t ainsi la droite EB sera tracée dans l'angle ABG : donc le 
point A est à droite de la perpendiculaire ED, et ainsi AG est 
plus grand que AB« 

195* CoROLLÂiHK. Dans un triangle rectangle l'hypothënuse 
est le plus grand des cotés, et dans un triangle obtusangle le côté 
oppose à Fangle obtus est le plus grand (189). 

THiOBiME. 

196. Dans un triangle isocèle les angles opposés aux 
<6tés égaux sont égaux; et, réciproquement, si deux angles 
d^iM triangle sont égaux , les côtés gui leur sont opposés 
seront égaux, 

€ette proposition se démontre comme la précédente , en cir- 
<M>DScriyant on cercle au triangle, ou en s'appuyant sur le 
théorème du d,** 69. 

197. CoAOtujHB. Vn triangle équilatéral est aussi équi^ 
angle, et réciproquement* 

On voit encore que chaque angle d'un triangle équilatéral 
est les deux tiers d'un droit , de sorte qu'il a pour mesure un 
arc de 60^. 

198. Cette propriété qu'a l'angle d'un triangle équilatéral 
d'avoir pour mesure un arc de 60 degrés, étant combinée avec 
celle énoncée au n.^' 170, fournit un moyen très-simple de tra- 
cer la courbe surbaissée que l'on nomme anse de panier , et 
dont on fait quelquefois usage dans la construction des voûtes 
et des ponts. Cette anse de panier se compose de trois arcs 
AG, GK et KB, de 60^ chacun ; les deux arcs extrêmes ont même F!g. 90. 
rayon, et sont tangens aux pieds^ droits de la voûte, c'estA'dire 
aux deux murs verticaux AA' et BB', sur lesquels cette voûte 
doit s'appuyer , et de plus ils doivent se raccorder avec l'arc 
moyen GK, c'est-à-dire qu'aux points de raccordement 6 et & 
ils doivent avoir mêmes tangentes. Les données de la question; 
sont la largeur AB de l'arcade et la hauteur CD que l'on teut 

G 
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donner à la route au dessus de ÂB. Toîci une constmction 
très-simple de la courbe demandëe. 

Des points A et G comme centres, et avec ÀG pour rayon, dé- 
crivez deux arcs qui se couperont en E; joignez AE et EG , et 
vous aurez ainsi le triangle ëqnîlatéralEAG, dans lequel l'angle 
A vaudra par conséquent G0°; prenez ensuite GF=GD, et 
joignez DFG ; en6n prenez AH et BI égaux à AG; menez GH , 
que vous prolongerez jusqu'à sa rencontre en avec GD, et 
tirez K 10 : les points H^ et I seront les centres des trois 
arcs. 

En effet/Fangle A valant 60% les deux autres angles G et H 
du triangle AG H vaudront ensemble 180° ^ 60'' = 120''; et, 
comme ils sont égaux, puisque le triangle AGH est isocèle (196) , 
chacun d'eux vaudra 60*^ : donc l'arc AG, décrit dû point H 
comme centre, et avec AH pour rayon, sera bien de BO'*. 11 en 
sera de même de l'arc BK : car BI étant égal à AH, si l'on 
plie la figui*e le long de OD , le point H tombera sur I, le point 
G sur K, et l'arc AG recouvrira exactement Farc BK. D'un 
autre coté, l'angle H 01, supplément de la somme des deox 
angles H et I, qui valent chacun 60*^^ vaudra par conséquent 
180°-» 120''= 60% de sorte que l'arc GK, qu'il comprend entre 
ses cotés, sera bien aussi de 60°. De plus cet arc se raccordera 
aux points G et X avec les arcs AG et BK (170), et ceux-ci 
sont tangens aux pieds-droits A A' et BB' (11 A), de sorte qu'il 
ne s'agit plus que de montrer que l'arc GK passe par le point D» 
Or l'angle F=D : car le triangle G DE est isocèle; mais l'angle 
F est égal à son correspondant G (la droite G H est parallèle à 
G F t car les angles correspondans GHA et FGA sont égaux 
comme valant chacun 60**) : donc l'angle DGO£=:GDO; donc 
DO=GO (196). 

L'anse de panier dont nous venons de donner la description 
a un défaut très-grave lorsque la hauteur GD est beaucoup 
plus petite que la moitié de son diamètre AB. On sent en effet 
que, le point G étant alors très-près de A, il y a une grande 
différence entre le rayon de l'arc moyen et ceux des arcs ex- 
trêmes; de sorte que la courbure de l'anse de panier changeant 
d'une manière fort notable aux points G et K, la forme de la 
courbe devient désagréable à l'œil. On évite cet inconvénient 
en composant l'anse de panier de 5, de 7, et même quelquefois 
de 9 et de 11 arcs de cercle, tels que les arcs équidistans de 



\ 



DES TKXÀNCLBS. 83 

Farc moyen soient ëgauz entre eux. Nous renverrons aux traites 
spéciaux d'architecture pour le trace de ces anses de pâmer. 

thAokâiix. 

199. Deux triangles A.BC j A'B'G' sont égaux lorsqiû ils ont Tig. 01. 
«m angle égal 'R=i'B', compris entre deux côtés égaux cha- 
cun à chacun AB et A'B', BG e£ B'C. 

Portons en effet le triangle A'B'G' sur le triangle ABC en 
plaçant les points B' et G' respectirement sur les points B et €• 
Le côté B'G' coïncidera ainsi avec son ëgal BG« Par conséquent , 
puisque l'angle B' est ëgal à l'angle B, le c6të A'B' prendra lu 
direction AB; et, comnoe ils sont ^gauz, le point A' tombera 
nécessairement sur le point A. Le côte A'G' aura ainsi mémes' 
extrémités que AG : donc ces deux cotés coïncideront; donc le 
trîangILe A'B' G' recouvrira exactement le triangle ABG; donc 
il lui est égal. 

20(X GomoLLiiAi. Nous appellerons angjtes homologues deux 
angles qmi sont opposés à des côtés égaux, et côtés homo"' 
logues cetac qui sont opposés à des angles égaux. Gela posé, il 
suit de la superposition des deux triangles ABG et A'B'G' que 
les angles B et G sont respectivement égaux à leurs homo- 
logues B' et G'5 et que le côté BG est égal à son homologue 
B'C' t donc quand deux triangles seront égaux comme ayant un 
angle égal compris entre deux cotés égaux chacun à chacun , 
on devra en conclure quq leurs parties homologues sont égales. 

201. Deux triangles ABG, A'B'G', sont égaux lorsqu'ils 
cnt un côté égal AB=A'B', adjacent à deux angles égaux 
chacun à chacun A et A.\ B et B'« 

Portons le triangle A'B'G' sur le triangle ABG, en mettant 
les points A' et B' respectivement sur les points A et B. Le côté 
A'B' coïncidera ainsi avec son égal AB. Par conséquent, puis- 
que Tangle B' est égal à Fangle B, le côté G'B' prendra la di- 
rection G B, et le point G' se trouvera ainsi sur quelque point 
de la droite indéfinie BG. De même, puisque Fangle A' est és;a[ 
à Fangle A, le côté A'G' prendra la direction AG, et le point 
G' ira encore tomber sur quelque point de la droite AG-. donc 
ce point C, devant se trouver è la fois sur les deux droites BG 
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et AG , tombera nécessairement à leur point de section €• Donc 
le triangle À'B'C recouvrira exactement le triangle ABC; donc 
il loi est égal. 

202» GoEOLLiiRE I. Quand deux triangles sont ëgaux, comme 
ayant un coté égal adjacent à deux angles égaux chacun à cha- 
cun, leurs parties homologues sont égales : car elles sont su- 
perposables, puisque les triangles le sont 

203. GoKOLLU&E II. Deux triangles sont égaux quand ils 
ont un côté égal et deux angles égaux chacun à chacun .• 
car ils sont alors équiangles (187), et satisfont ainsi aux condi- 
tions énoncées dans le n.° 201. 

20A. GoROLLiiRB ni. Deux triants rectangles sont égaux 
lorsqu'ils ont Vhypothénuse égale et un angle égaU 

THéOKiMB. 

Fig. 9S. 205. Si deux triantes ABG, A'B'G' ont deux côtés égaux 
chacun à chacun ^ AB=A'B', et AG=A'G'y que V angle A 
compris entre les deux côtés du premier soit plus grand 
que l'angle A' compris entre les deux côtés du second , le 
troisième côté BG ^i^ premier triangle surpassera le troi" 
sième côté B'G' du second. 

En effet, faisons an point A, et avec AG, l'angle DAG égal à 
tfA'G'; prenons AD = A'B'; et joignons GD* Nous formerons 
ainsi le triangle G AD, qui sera égal à A'B'G' : car ils auront un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacunà chacun (199); 
donc le coté GD sera égal à son homologue B' G' (200); de sorte 
qu'il s'agira seulement de démontrer que BG^GD. Pour le 
faire voir, partageons l'angle BAD en deux parties égales par 
la droite AI, et joignons ID : les deux triangles BAI et DAI 
seront égaux (199), et par conséquent le côté DI sera égal à 
son homologue BI. Mais la droite GD est plus courte que la 
brisée GI-|-ID, on que GI-f-BI; donc GD est plus petite que 
GB : car l'angle BAG étant plus grand que B'A'G' ou que son 
^al GAD, la droite AI, qui divise l'angle BAD en deux parties 
égales, est nécessairement tracée dans l'angle BAG, et va ainsi 
couper BG entre B et G ^ donc BI -f- IG = BG. 

THéORÂME* 

206. Béciproquement, si deux triangles ABG, MVGyOnt 
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deux côtés égflux chacun à chacun^ AB=: A.'B', et AC=A.'C', 
et que le troisième côté B G ^^li premier soit plus grand que 
le troisième côté VG du second, P angle A, opposé au 
troisième côté du premier triangle^ surpassera soncorres^ 
pondant A' dans le second. 

Cette réciproque se démontrera d'après ]é principe que nous 
arons ëtabli au n.<> 122, en s'appuyant sur I^s théorèmes d|îs 
i!.«199 et 205. 

207. JDetsa: triangles ABC, Ait C\ sont égaux lorsquHls ont Fig. 9i. 
leurs trois côtés égaux chacun à chacun ^ AB=A'B', A€=: 
AC, et BC=B'C'. 

Il suffit, pour démontrer cette proposition, de faire voir que 

Tang^le A, par exemple, est égal à son homologue A': car alors 

les deuT triangles auront un angle égal compris entre deux cotés 

ëgaux chacun à chacun^ et seront par conséquent égaux* Or, si 

l'angle A n'est pas égal à Fangle A', il sera plua grand ou plus 

petit qoe lui ; si A est plus grand que A' , comme les côtés qui le 

comprennent sont respectivement égaux à ceux de A' , on devra 

en conclure que BG est plus grand que B'C (205), ce qui est 

contraire à Fhypothèise. Donc l'angle A n'est pas pins grand que 

A'« On prouverait de même qu'il n'est pas plus petit que A*": 

donc il lui est égal; donc les triangles A B'C' et ABC sont 

égaux. 

On peut donner de cette proposition la démonstration suivante, 
qni a l'avantage d'être indépendante des théorèmes énoncés aux 
xi«o«199et205. 

Plaçons le triangle A'B'C au dessous dé ABC, de manière que 
les deux sommets B' et C coïncident avec leurs homologues B 
et C; et soit D la position que prendra ainsi le troisième sommet 
AVde sorte que BB=B A, et que CD = C A. Chacun des points 
B et C sera ainsi équidistant de A et de D ; et par conséquent, si 
Fon joint AD , là droite BC sera perpendiculaire sur le milieu de 
AD (71 ) : donc, si l'on plie la figure le long de B C , AI se rabattra 
sur ID (48), et le point A sur le point D; donc les deux trian- 
gles ABC et DAC se recouvriront parfaitement; donc ils sont 
^ux.Mais ADC n'est autre que MVC: donc ABC=AVC'. 

208. CoROLLAiRi. Quand deux triangles sont égaux comme 
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ajrant leurs trois cotes ëganx chacun à cliacun, on doit en coi 
dure que leurs angles homologues sont ëgaux. 

209. Sgholjb* Il suit de ce qui précède qu'il y a trois cas dans 
quels deux triangles sont égaux : ce sont ceux énonces aux iij» 1 99^ 
201 et 207, et dans chaque cas on condat de leur égalité que les 
parties homologues de ces triangles sont égales. Par conséquent 
lorsque Von voudra établir Végalité de deux angles ou él^ 
deux droites^ il suffira de vérifier que ces angles ou ces 
droites sont des parties homologues de triangles égaux. 

PEOBLàXE* 

210. Construire un triangle dont on connaît deux côtés a 
et b et Van^ compris G* 

FIg. 95. Tracez une droite G B égale au c6té a^ par exemple; puis faites 
an point G un angle égal à l'angle donné G, et prenez sur le se- 
cond côté de cet angle une distance GA = b. Enfin tirez AB , et 
le problème sera résolu* 

Ce problème est toujours possible. 

211. Construire un triangle dont on connaît un côté h 
et deux angles A e^ G. 

n peat se présenter deux cas, selon que le e&té donné est 
adjacent aux deux angles donnés, ou qu'il est opposé à l'am 
d'eux. 

FIg. 94. Premier cas* Tirez la droite A G égale an côté donné h; &ite» 
à ses extrémités des angles égaux aux deux angles donnés A et C, 
et le triangle ABG ainsi formé résoudra éyidemment le pro- 
blème. 

Second cas. Aux deux extrémités d'une droite quelconque 

Fig. 95. AD faites des angles égaux aux angles donnés, et le troisième 
angle F du triangle AFD ainsi formé sera le troisième angle du 
triangle demandé (187) : ce sera donc l'an des angles adjacens 
au côté donné. Si donc A est l'autre, on prendra sur la 
droite indéfinie A F une longueur A G égale au côté donné b; 
et, menant par le point G une parallèle BG au côté FD, 
le triangle ABC, que l'on obtiendra ainsi , résoudra le pro* 
bième* 
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Le proLlème sera toujours possible si la somme des deux 
angles donnés est moindre <jue deux droits. 

212. Si Ton propose de construire un triangle rectangle, 
connaissant un de ses angles aigus, et son hjpothënuse en 
grandeur et en position^ on décrira sur cette hypothënuse 
A B une circonférence y et le sommet de l'angle droit devra Ffg. 96. 
se troaver sur cette courbe (154); faisant ensuite au point 
A Fangle GAB égal à Fangle donné À, et joignant GB, on 
aura une solution du problème. Mais, comme l'angle donné 
ne doit pas avoir son sommet en À plutôt qu'en B, on pren* 
dra sur la demi «-circonférence AGB l'arc BG'=ÀG; et, ei» 
joignant C'A et G'B , on aura une seconde solution. Enfin 
on en aura encore deux autres en prenant sor la demi-cir- 
confërence inférieure les arcs A G'' et BG'" égaux à l'arc 
A G , et joignant les poinU G" et G'" avec les extrémités de 
AB. 

Ainsi ce problème admet quatre solutions, mais il faut re- 
marquer que les quatre triangles ainsi construits sont égaux 
(204> 

raoBLâvs» 

2f 3« Construire un triangle dont on connaît les trois 
côtés a, b et c. 

Tracez une droite quelconque BG égale à l'un des o6tés F^. 97*. 
Aounës, a par exemple; du point G comme centre, et avec le 
second côté h pour rayon, décrivez un arc; du point B 
comme centre, et avec un rayon égal au troisième côté c, 
décrivez un antre arc, qui coupera le premier en A; joignez 
AB et A G, et le triangle ABG résoudra le problème. 

214. Pour qne le problème soit possible, il fent et il suffit 
que les deux arcs que l'on a décrits puissent se couper, 
et, pour cela, qne le côté a soit plus petit que) la somme des 
deux antres b et c, et plus grand que leur différence (172); 
et, comme le côté des extrémités duquel les deux circonfé- 
rences ont été décrites est quelconque, on en conclut que, 
pour que Pon puisse construire un . triangle avec trois 
droites données, il faut et il stiffit i/ue F une déciles soit 
moindre que la somme des deuœ autres et plus grande 
que leur différence ^ conditions que l'on peut évidemment 
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comprendre dans celle-ci : Le plus grand côté doit être 
moindre que la somme des deux autres^ 

PROBLÈMI. 

215. Etant donnés deux côtés a et h d^un triante ^ et 
Fanfjte k opposé au premier, construire le triangle, 

pig. 98, A l'extrdmitë A d'ane droite AG = &, faites un angle ëgal 
99, 100 à l'angle donne A; pais, du point G comme centre, et avec 
et 101. an rayon ëgal à a, décrivez un arc qui coupera le cote AB 
de cet angle en B, et joignez BG :1e triangle ABG résou- 
dra ëndemment le problème. Examinons maintenant cette 
solution. Il peut se présenter trois cas, selon que Pangle A 
est obtus, droit ou aigu. 
Vlg» 98. Premier cas. Si l'angle A est obtus , le côté a qui lai 
est opposé doit être plus grand que b (195), et ainsi le problème 
sera impossible si cette condition n'est pas remplie» Et en 
effet, si du point G on abaisse une perpendiculaire sur AB, 
elle tombera nécessairement sur son prolongement^ sans quoi 
on aurait dans un triangle un angle droit et un angle obtus ^ 
ce qui est absurde (186), puisque d'ailleurs elle ne peut 
couper A B en A : donc, pour que la circonférence puisse 
couper AB, il faut et il suffit que son rayon a soit plus 
grand que AG== ^* 
Flg. 99. Second cas. Si l'angle A est droit, il faut encore que a 
soit plus grand que b (195)* Si cette condition est remplie, 
la circonférence coupera AB et son prolongement, et les 
deux triangles ABG, AB'G, satisferont à la question. Mais 
ces deux solutions n'en font qu'une : car on voit, en pliant 
la figure le long de AG, que ces deux triangles se recouTrent 
exactement. Un triangle rectangle est donc déterminé quand 
on connaît son bypothénuse et l'un de ses côtés. Donc 

TEBOBÂIIB. 

216. Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils 
ont Vhypothénuse égale et un côté égal. 

On peut démontrer cette proposition directement de la 
manière suivante. 
FIg. 102. Soient Thypothénuse BG=B'G', et le côté AG = A'G'. Je 
porte le triangle A'B'C' sur ABG, en posant les poinU A'. 
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et C snr leurs hoiDo)ofi;aes A et €, de sorte que A 'G' coïn- 
cidera arec A C : alors A'B' tombera sur A B (48) , et le point B* se 
trourera quelque part sur AB. De cette manière nous au* 
TOUS do même coté de la perpendiculaire G A, et à partir 
du vaême point G| deux obliques égales GB et G'B' sur AB: 
donc eiles devront coïncider; donc les triangles ABG et A'B'G' 
se recoarrent jMiriaitement; donc ils sont égaux* 

217. Œ^roisième cas. Si l'angle A est aigu, et que le côté Fig. ioo. 
a soit plus grand que h^ la circonférence enveloppera le 
point A, et par conséquent coupera AB et son prolongement: 
donc le problème sera possible, et n'admettra qu'une solution. 
Il en sera de même si â=& : car alors A sera un point 
d'intersection* Dans ces deux cas l'angle B sera aigu^ puis- 
qu'il sera ou plus petit que A (194) on égal â A (196). 

Si a<^fr, la circonférence ne coupera la droite indéfinie Ffg. toi. 
AU qu'autant que a ne sera pas moindre que la perpen- 
dicolaîre GI abaissée du point G sur celte droite (64). Si 
a = CI, la circonférence sera tangente à AB au point I (114). 
lie triangle AIG résoudra alors le problème, et l'angle B sera 
droit» Enfin si a ^ GI, la circonférence coupera AB aux deux 
points B et B': car A lui est extérieur* Alors les deux trian- 
gles ABG, AB'G, satisferont paiement à la question* Ainsi 
le problème admettra deux solutions; et ce qui les différencie, v 
c'est que dans l'un de ces deux triangles l'angle opposé au 
coté h est aigu , et que dans l'autre il est obtus : en outre 
ces deux angles sont supplémentaires; car dans le triangle 
€BB' l'angle BB'G est égal à B (196), et de plus il est sup- 
plémentaire de AB'G. 

218. Il suit immédiatement de ce que nous venons de 
dire à l'instant , que dans l'hypotbèse où , l'angle A étant aigu, 
le côté a est plus petit que h y le triangle serait déterminé 
A l'on savait à priori de quelle espèce doit être l'angle op- 
posé au coté h*y et, comme il n'y a deux solutions que dans 
cette seule bypotbèse, on peut dire que 

THitosàMx* 

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont deux côtés 
égaux chacun à chacun, ainsi que Vangle opposé au pre* 
mier, pourvu toutefois que P angle opposé au second côté 
soit de même espèce dans les deux triangles. 
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On fait si rarement usage de ce tliëorème, qui comprend, 
comme cas particulier, celui du n.** 216, que nous nous dis« 
penserons d'en donner une de'monstration directe. 

219. Les théorèmes qui établissent les conditions dVgalIté 
de deux triangles sont d'une grande importance théoriques 
car dans la démonstration d'une proposition on a sans cesse 
à prouver l'égalité de deuzdrokesou de deux angles, et nous 
avons vu que ces théorèmes fournissent des moyens d'y par— 
venir (209). Les quatre problèmes que nous venons de rë* 
soudre ne sont pas moins utiles dans la pratique : car les 
artistes ont sans cesse à fixer, dans le dessin d'une machine 
ou d'un ouvrage, la position d'un point par rapport à deux 
autres qui sont connus; de sorte que ce point sera déterminé 
si le triangle formé, en Je joignant aux deux autres, est lui- 
même aussi déterminé. 

DU QUADRILATiRE. 

220* Parmi les quadrilatères on distingue le trapèze , le 
parallélogramme f la losange, le rectangle et le carré» 

221. On appelle trapèze un quadrilatère ABGD, dontdeax 
côtés seulement sont parallèles* 

F!g. 10S. Les côtés parallèles ÀB et D G se nomment les hases du. 
trapèze, et la perpendiculaire DE abaissée d'un point de l'une 
des bases sur l'autre, en est la hauteur» 

222. Le parallélogramme est un quadrilatère dont les 
côtés opposés sont parallèles. Telle est la figure lOâ. 

223. Les côtés opposés AB et CD, BC et AD, iPun pa^ 
rallélogramme ABGD sont égaux. 

Wlg. 104. Tirons la diagonale A G, et nous formerons les deux triangles 
égaux ABG et AGD. Bu effet le côté AG leur est commun f 
l'angle GAB est égal à AGD : car ils sont alternes-internes par 
rapport aux parallèles A B et G D et à la sécante A G; de même 
l'angle A GB est égal à G AD, son alterne-interne, par rapport 
aux parallèles G B et AD et à la même sécante t donc les deax 
triangles ABG et AGD ont un côté égal adjacent à deux angles^ 
égaux chacun à chacun; donc ils sont égaux (201); donc leurs 



parties homologues sont égales (202) : ainsi le côte CB oppose 
à VsLUÇ^ GAB, est ëgalaucôté AD, opposé à l'angle A CD; de 
xnénie le coté AB est égal à son homologue CD; donc enfin les 
côtés opposés de deux parallélogrammes sont égaux. 

72/1, GomoLLiiRi. Les parties de deux parallèles com" 
prùei entre deux autres parallèles sont égales. 

225* ScHOLiB* Les angles opposés d^un parallélogramme 
sont é%aux : car leurs côtés sont parallèles et dirigés en sens 
contraires* 

226» Héciproqûement, si dans un quadrilatère ABGD les 
côtés opposés AB et CD, BG e/AD, sont égaux, la figure sera 
un parallélogramme. 

Si nous tirons la diagonale AG^ les deux triangles ABC et 
A. CD , que nous formerons ainsi , auront leurs trois côtés égaux 
chacun à chacun , et seront par conséquent égaux (207)* Donc 
leurs angles homologues seront égaux (208) : ainsi Fangle GAB» 
opx»08é au côté BG, sera égal à l'angle AGD, opposé au côté AD. 
Mais ces angles sont alternes-internes par rapport aux droites 
A B et G D et à la sécante A G : donc ces droites sont paraUèles 
(87)* Par une raison semblable AD est parallèle à GB$ donc 
le quadrilatère ABGD est un parallélogramme (222)* 

227. Ge théorème a donné l'idée d'un instrument très-com- 
mode pour tracer des parallèles* Il est composé de deux grandes 
règles AB et GD assemblées avec deux autres plus petites MN Fig. 109. 
et OP, par des tourillons en cuivre qui les traversent d'outre 
en outre* Get assemblage est tel que les cotés opposés du qua- 
drilatère formé par les centres M, N, 0, P, des tourillons sont 
^aux, de sorte que ce quadrilatère est toujours un parallélo- 
gramme, et qu^ainsi les deux règles AB et GD ne cessent pas 
(d'être parallèles y quelle que soit la quantité dont on les écarte* 
Alors y si, par un point Q, on vent mener une parallèle à une 
droite TS , on appliquera Fune des arêtes de la règle AB sur TS , 
et l'on amènera ensuite Fune des arêtes de l'autre règle GD & 
passer par le point Q; il ne s'agira plus alors que de faire glisser 
une pointe à tracer le long de celte arête pour aroir la porallèle 
demandée QR* 
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THÉORàHE* 



Fig. 104, 228. Si deux côtés AB et CD d'un quadrilatère sont égaujc 
et parallèles, iajigure sera un parallélogramme. 

Tirons encore la diagonale AC, el les deux triangles ABC et 
ACD, que nons formerons , auront un angle ëgal compris enti*€ 
deux cotés égaux chacun à chacun : car le côte' AC est commun; 
AB = C D 5 et , puisque ces deux côtés sont de plus parallèles, les 
angles CAB et ACD sont égaux comme alternes-internes : donc 
les triangles ABC et ACD sont égaux; donc leurs angles ho- 
mologues ACB et CAD sont égaux; donc les droites CB et AI> 
sont parallèles (87>5 donc le quadrilatère ABCD est un paral- 
lélogramme (222). 

THéOB.àME« 

229, Les diagonales d^un parallélogramme se coupent 
mutuellement en deux parties égales. 

Si l'on compare, en effet, les deux triangles AOB et COD, on 
Toît que le côté A B est égal à C D (223), que Vangle AB = C D, 
et que l'angle OBA=ODC (86, 1,«) : donc les deux triangles 
AOB et COD sont égaux (201); donc leurs côtés homologues 
AO et OC , OB et OD, sont égaux; donc les deux diagonales AC 
et BD se coupent mutuellement en parties égales* 

230« ScHOLiE. Si l'on mène par le point de section O des 
deux diagonales une sécante quelconque, les parties 01 et OK 
comprises entre le point et le périmètre du parallélogramme 
seront égales : car les triangles DOI et KOB sont égaux (201). 
Cette propriété dont {ouit le point l'a fait nommer le centre 
de figure du parallélogramme* En général on appelle cbntilb 
d'une ligne ou d^une surface un point tel que toute sécante 
menée par ce point rencontre la ligne ou la surface en des 
points qui en sont deux à deux équidîstans. 

PHOBLÂIIB. 

231. Construire un parallélogramme ^ connaissant deux 
côtés a, byCt V^angle compris A. 

A l'extrémité d'une droite AB égale à <z, je fais un angle 
DABz= A , et je prends sur son second côté une longueur AD=^. 
Puis des points B et D comme centres, et a?eb les rayons respectif 
ft et d , )e décris deux arcs qui se coupent en C ; je joins CB et 



ris QUÀDmiirÀTiKis. 95 

CD, et ABGD est le parallélogramme demande* En effet ceijiia^ 
drilatère est un parallélogramme (226) : car il est clair que ses 
côtes opposés sont égaux; de plus l'angle A et les côtés qui le com- 
prennent ont été faits égaux à l'angle et aux deux côtés donnés. 

232» On Toit que le problème n'admet qu'une seule solution, 
et qu'ainsi un parallélogramme est déterminé par deux côtés 
-et Tangle compris. D'où l'on conclut : 

TBiOBàllE. 

Veuoc -parallélogrammes sont égaux lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

11 serait d'ailleurs facile de démontrer ce théorème en super- 
posant les deux figures. - 

235. Dans un parallélogramme et dans un triangle on donne 
le nom de hase à l'un quelconque des côtés , et l'on appelle haw* 
teur la perpendiculaire abaissée sur la base d'un point quel* 
conque du côté opposé du parallélogramme ou du sommet de 
l'angle opposé du triangle , sommet que l'on nomme le sommet 
du triangle. ÂB est la base du parallélogramme ABGD, et£F Fig. io6. 
est sa hauteur. AB, C et C sont respectivement la base, la hau- pig. io7. 
teur et le sommet du triangle ABC. 

THéoRàvs. 

234. Deux parallélogrammes AG etAF de même hase AB ¥ig. loe. 
et de même hauteur FE sont équivalens. 

Puisque les deux parallélogrammes A G et A F ont la même 
Y^se inférieure AB et la même hauteur FE , leurs bases supé- 
rieures DG et GF doivent se trouver sur une même ligne droite 
GDFG (84). 

Cela posé, les triangles G AD et F BG ont un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun : car GA=:FB 
comme côtés opposés d'un même parallélogramme A F (225); 
perla même raison, AD=BG; de plus l'angle G AD est égal 
à FBG, puisque ces angles ont leurs côtés parallèles et dirigés dans 
le même sens: donc le triangle G AD est égal au triangle FBG. 
Hais si Ton retranche le premier du trapèze ABG G, il reste le 
parallélogramme AG; et si Fon retranche le second triangle 
FBG du même trapèze, il reste le parallélogramme AF. Donc 
ces deux parallélogrammes sont écpivalens : car il est évident 



que si l'on retranche denx sur&ces ^ales d'tme même figure, 
les figures restantes auront des snr&ces ëgales , et seront par con- 
séquent équivalentes (185)» 

THÉORiXB* 

235. Vn triangle est la moitié iTun parallélogramme de 
même base et de même hauteur m 

Fig. 107. Soit le triangle ABC. Je mène par les soomiets des angles S 
et G des parallèles BD et CD aux côtés opposés , et je forme ainsi 
le parallélogramme ABC D (222) , lequel a évidemment la même 
base AB et la même hauteur GO que le triangle ABG. Or il est 
clair que les deux triangles ABG et BGD ont leurs trois côtés 
égaux chacun à chacun : car AG =BD , AB = GD (223), et G B 
est commun. Donc ils sont égaux (207) : donc le triangle AB G est 
la moitié du parallélogramme ABGD, qui a même base et 
même hauteur que lui. 

236. GoEOLLAiRB. Deux triangles de même hase et de 
même hauteur sont équivalent : car ils sont ainsi les moitiés de 
deux parallélogrammes de même base et de même hauteur ^ 
c'est-à-dire de deux parallélogrammes équivalens. 

237. Si les deux côtés contîgus d'un parallélogramme quelcon— 
FIg. 108. que ABGD sont égaux, les deux antres sont aussi égaux entre eax 

et à ces deux-là (223) , et la figure prend alors le nom de losange. 
Ainsi la losihgb est un quadrilatère dont les côtés sont égaujcm 

238* n suit du n.o 226 que la losange est un parallélo- 
gramme , et qu'en conséquence ses diagonales doivent se couper 
mutuellement en deux parties égales (229)* Mais il y a plus, 
elles sont perpendiculaires l'une sur l'autre ; car les deux trian- 
gles AOBy BOGy sont équilatéraux entre eux, et ainsi l'angle 
AOB est égal à son homologue BO G. 

On pourrait dire encore que les sommets opposés A et G 
étant chacun équidistans des deux autres B et D, la diagonale 
qui les unit est perpendiculaire sur le milieu de celle qui joint 
ces deux derniers (71), et réciproquement. 

239. Puisqu'un parallélogramme est déterminé lorsque Von 
donne deux de ses côtés et l'angle compris, on voit qu'une lo- 
sange le sera par la connaissance d'un angle et d^un côté* 
On lai construira d'ailleurs par la méthode du n.^ 231. 

109. 240* Si Tun quelconque des angles d'un parallélogramme est 
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droite «on adjacent le sera aussi (86^ lifi); et, comme ces deax 
angles «ont ^aux à leurs opposes (88), le parallélogramme 
aora ses qnatre angles droits, et en conséquence on lui donnera 
le iKMn de rectangle* Ainsi lb hectangle est un quadrilatère 
éiont les angles sorU droits. 

2t1* Les diagonales d*un rectangle se coupent mutuelle" 
ment en deux parties égales (229)^ et de plus elles sont éga^ 
les: car les triangles ABC et ABD ,par exemple, ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux cbacun à chacun; donc 
leurs hypothënuses A G et B D sont égales. 

242» Un rectangle est déterminé quand on connaît ses 
deux côtés contigus , que l'on nomme sa base et sa hauteur 
(253> 

^3. Sî deux côtés contigus d'un rectangle ABGD sont égaux, Ffg. 110. 
les deux autres le seront aussi, et la figure se nommera alors un 
carré, lie ciHui est donc un quadrilatère dont les côtés sont 
égaux et les an^es droits. Ses diagonales se coupent en deax 
parties ^ales (229), à angles droits (238), et elles sont égales 
CMI> 

244* Un carré est déterminé par la connaissance de son 
côté , et on le construit par le procédé du n.o 25t. 

245* Une des applications les plus intéressantes des propriété 
da parallélogramme est celle qu'on en a faite dans la construc- 
tion des machines à Tapeur* On sait que dans ces machines la 
vapeur est introduite dans un cylindre où se meut un piston au- 
quel sa pression imprime un mouvement rectilîgnede va et vient» 
Pour, transformer ce mouyement en un autre qui soit circulaire 
et continu, on attache la tige C du piston à l'une des extrémités Fig. UU 
d'un balancier AB, mobile autour de son milieu O* L'autre ex«- 
trémité porte une bielle BF qui fait tourner une manivelle FK 
fixée à l'axe du volant* 

lie balancier, en oscillant autour de son centre, décrit l'arc 
A'AA"; de sorte que si la tige du piston était fixée à son extré- 
mité A, elle serait constamment forcée de s'incliner vers le 
point 0, ce qui entraînerait les inconvéniens les plus graves, 
tels qu'un frottement pins considérable dans le corps de pompe, 
la détérioration du piston, et la fuite de la vapeur. Pour les évi- 
ter, on a imaginé d'adapter au balancier, comme intermédiaire 
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eatre son ezlrëmîtë À et celle G de la tige da piston, nn parallé- 
logramme AGI G , dont les côtés sont unis à articulation*, de sorte 
qae, qaand le balancier est horisontal, le côté AG se trouve dans 
le prolongement de la verticale GD. Mais on sent que, quand le 
balancier changera de position, la tige sera encore tirée comme 
auparavant vers le centre O, à moins <\\ e l'on ne contraigne le 
sommet I à se mouvoir de telle manière que le point G reste 
toujours sur la verticale que la tîge du piston tend à décrire. Or 
rien n'est plus facile que de tracer la courbe que le point I devra 
suivre* En effet, soit G' A' une position quelconque du balancier; 
du point comme centre je décris les arcs A A' et G G', et je 
coupe la verticale AD en G' par un arc décrit du centre A', avec 
un rayon égal à A G. Les trois points G', A' et G' sont évidem— 
ment les positions actuelles des sommets G, A et G« Décrira nt 
donc des points G' et G' comme centres, et avec des rayons res* 
pectivement égaux à AG et à GI, deux arcs, leur iotersectton 1* 
sera le quatrième sommet du parallélogramme. En répétant cette 
construction, on pourra déterminer autant de points que l'on 
voudra de la courbe décrite par le point I, et par conséquent 
tracer cette courbe , en unissant tous ces points par un trait 
continu* 

On conçoit alors que si l'on fixe au point I une petite roue dont 
la circonférence s'appuie sur un montant vertical PQ, auquel on 
aurait donné la forme de la courbe dont il s'agit, le point G se 
mouvra constamment, ainsi qu'on le désirait, dans la verticale AD. 

On a remarqué que la courbe It , décrite par le point I, diffé- 
rait extrêmement peu , si ce n'est vers son extrémité, d'une cir- 
conférence dont le centre 0' serait sur le prolongement de IG. 
En conséquence, les coostructeurs de macbines à vapeur substi- 
tuent au montant PQ une barre O'I mobile autour de 0', de 
sorte que, par suite de sa rigidité, le point I se trouve assujetti 
à décrire la circonférence O'I , et ainsi à se mouvoir à fort peu 
près sur la courbe II'. Pour déterminer le centre 0' , il sufiira de 
déterminer une seule position 1' du point I, et d'élever ensuite 
une perpendiculaire sur le milieu de la droite II'* 

Remarquons toutefoisque la circonférence O'I s'écartant asses 
sensiblement de la partie supérieure II" de la courbe, la barre O'I 
ne remplirait qu'imparfaitement son objet si l'on n'avait pas 
le soin de limiter convenablement l'étendue de la course da 
piston. 
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UltQ, Nous avons yu que l'on pouTait faire passer une circon- 
férence par trois points qui ne sont pas en ligne droite^ et par- 
consëgnent par les sommets d'un triangle ABGy mais que l'on FIg. 112. 
n'en ponrait feire passer qu'nne (99) : donc tin quatrième point 
O pris ao hasard sar le plan de ce triangle ne se tronvera point 
sur la circonférence dont il s'agit ; par conséquent an quadrila- 
tère quelconque n'est pas inscriptible au cercle ; à plus forte 
raison en est-il de même pour un polygone d'un plus grand 
nombre de cotés. Quelles sont donc les conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu'un quadrilatère seit inscriptible ? 

247. Dans tout quadrilatère inscrit A^ CD la somme des 
an^es opposés est égale à deux droits; et réciproquement, 
SI deua: angles opposés k et G sont supplémentaires , le qua^ 
drilatère est inscriptible au cercle» 

1 .o En effet, dans le quadrilatère inscrit ABGD la somme des 
deux angles opposés À et G a pour mesure la demi-somme des 
arcs DCB et DAB, c'est-à-dire la moitié de la circonférence ? 
donc cette somme raut deux droits. 

2.0 Soit ABGD un quadrilatère dans lequel les deux angles 
opposés A et G sont supplémentaires* Nous pourrons toujours 
feîre passer une circonférence par les trois sommets B, A, D, et je 
dis qu'elle passera aussi par le quatrième G. En effet , les angles 
A. et G étant supplémentaires , leur somme doit avoir pour me^ 
sure la moitié de la circonférence. Mais l'angle inscrit A a pour 
mesure la moitié de l'arc DMB: donc l'angle G doit avoir pour 
mesure la moitié de l'arc concave restant DAB compris entre 
ses côtés (aucun des angles A et G n'est rentrant (182), puisque 
leur somme raut deux droits); donc son sommet est situe 
sur la circonférence BADMB (152); donc le quadrilatère est 
inscriptible. 

24i8. GoROLLAiâB I. Le rectan^e et le carré sont inscrip-^ 
tihlesm Gela résulte d'ailleurs des u.^ 2)1 et 243, ou encore du 
n.o 154. 

249. Go&OLLiJAs II. Le parallélogramme et la losange ne 
sont pas inscriptibles : car alors la somme de leurs angles op- 
posés serait égale à deux droits ; donc ces angles seraient droits , 
puisque, d'ailleurs, ils sont égaux (225 et 258) ; donc, au lieu 
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d'un parallëlogramme ou d'une losange , on aurait un rectangle 
on un carre. 

250. GoEouAiRE III. Si un trapèze est inscrit dans un cercle , 
et il y en a qui jouissent de cette propriété, le diamètre abaissé 
perpendiculairement «ur l'un des côtés parallèles le divisera en 
deux parties symétriques par rapport à ce diamètre , c'est^à* 
dire en deuji parties qui se recouTriront si Ton plie la figure le 
long de ce diamètre , ainsi qu'il est facile de s'en assurer. 

Réciproquement, un trapèze dont les deux côtés non pa— 
rallèles sont égaux ^ est inscriptible , et partant symétrique m 
l'm. 115. Si l'on mène en effet G F parallèle à D A, le triangle GFB jsera 
isocèle (223): donc l'angle GBF sera égal à GFB (196), et par 
conséquent à son correspondant A. Mais celui-ci est le supplë- 
meut de Tangle D (86, Ufi) : donc l'angle B est aussi le suppléuient 
de l'angle D; donc le trapèze est inscriptible (247). 

251 . Lorsqu'une maison doit avoir des mansardes^ les fermes 
de la charpente ont la figure d'un trapèze symétrique surmonté 
d'un triangle isocèle dont la base est la base supérieure même 
de ce trapèze. En conséquence le charpentier élcre une perpen- 

F%. 1U. diculaire indéfinie G G' sur le milieu d'une droite A B égale à la 
longueur que doit avoir la base inférieure du trapèze, longueur 
qui est déterminée par la distance des deux murs parallèles sur 
lesquels le toit doit s'appuyer» Il prend sur cette perpendiculaire 
deux distances, l'uneGG égale àAG,etrautre DGégaleauxf de 
AG. Il mène ensuite par le point G une parallèle à AB , sur la- 
quelle il porte deux longueurs F G et G I égales aux f de AG ^ et 
en joignant DF et FA, BI et IB , il a la figure de sa ferme. Oo 
trouve, par la méthode du n.o 139, que les angles DF6 etF AG 
valent respectivement 30** 53' et 69^ environ : ainsi la pente du 
toit FD convient très-bien à nos climats [193 (a)], et celle du 
toit FA permet d'y appuyer des mansardes. 

TnéoRiMS. 

FIg. 115. 252. Dans tout quadrilatère kBCD circonscrit au cercle^ 
la somme de deux côtés opposés AB et CD est égale à celle 
dcà deux autres B€ et kD; et réciproquement, tout quadri" 
iatêre (qui rCa pas d^anqjie rentrant) est circonscriptihle 
lorsque la somme de deux côtés opposés est égale à celle 
'des deux autres. 

1 fi Soient F, G , I , K , les points de contact des côtés du qua« 
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a?ec la circonférence : les deux parties de ABaont res- 
pectÎTement ^ales à A£ et à B G (1 59) ; les deux parties de C D 
sont respectÎTement égaies à DKetàGG; donc la somme des 
deux côtés opposés ÀB et CD est égale à ceHe des quatre* par- 
ties àK, KD, BG et G G, c'est-à-dire à la somme des deux 
autres côtés AD et BG. 

2.0 Soit ABGD un quadrilatère tel que AB + GD=AD+BG. 
Ce qoacbrilatère est ou ik^est pas un parallélogramme : dans le 
premier* cas la somme de deux de ses angles adjacens vaut deux 
droits; dans le second, deux de ses cotés se rencontrent, et alors 
la Bomme des angles qu'ils forment arec un des deux autres cô- 
tés est moindre que deux droits (186). Soient donc A etD deux 
angles dont la somme ne surpasse pas deux droits* Décrivons 
vne circonférence qui soit tangente aux trois droites DG, AD 
et AB (^1 62) ; soit F son point de contact avec A B, et son centre. 
J'abaisse de ce centre, G perpendiculaire surBG, et je dis que 
OG»=0î« S'il n'en est pas ainsi, nous pourrons prendre une 
distance OL :=0F ; et en menant PQ, parallèle à BG, le qua- 
drilatère A PQD sera circonscrit à la circonférence IKF, puis- 
que ses quatre cotés sont équidistans du centre 0« Nous aurons 
donc (1.0): 

AD+Pft=AP-f-DQ. 

Supposons que OL soit plus grand que OG : alors PQ sera 

ëgal àB G si la somme des angles A et D yaut deux droits (87 et 

!224); et si cette somme est moindre que deux droits, P Q sera 

plus petit que BG : car il est évident que toute droite menée 

dans un triangle parallèlement à l'un de ses cotés est moindre 

que ce côté; donc on aura : 

AD + Pft = ou <AD-f-BC. 
Haïs nous venons de voir que 

AD + PÇ = AP + DQ; 
d'one autre part nous ayons supposé 
AD + BG = AB+DG; 
donc nous aurons : 

AP + BQ= on < AB + DC, 
ce qui est évidemment absurde. Donc OG n'est pas plus petit 
que F. On prouverait de même qu'il n'est pas plus grand j donc 
OG=OF; donc la circonférence IKF est tangente aux quatre 
eàiés du quadrilatère. 
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253* GoROLLAïKB. La losange et le carré sont circotiscriplibles 
au cercle; mais le parallëlogramme et le rectangle ne le sont 
pas. 

254. ScHOLiB. Il suit desn.<» 247 et 252 que la losange et le 
rectangle ne sont pas en même temps inscriplibles et circons- 
criptibles au cercle , mais que le carre jouît de cette propriété. 
Le trapèze en jouit aussi , pouryu que ses deux côtes non paral- 
lèles soient égaux (250) , et que chacun d'eux soit la demi-somme 
des deux bases (252). 

255. On peut se demander s^il y a des quadrilatères autres 
que le carré et certains trapèzes qui soient à la fois inscrip- 
tibles et circonscriptibles au cercle* Pour répondre à cette 

Fig. 116. question, j'inscris un quadrilatère quelconque ABGD dans un 
cercle; puis, ayant divisé deux de ses angles adjacens A et B 
chacun en deux parties égales par les droites AI et BI, j'abaisse 
de leur point de section I les perpendiculaires IP et IK sur 
les côtés respectifs AB et CD. La première IP mesurera la 
distance du point I aux trois côtés AB, AD et BG (162) : donc 
si l'on prend IQ=:IP, et que par le point Q on mène G'D' pa- 
rallèle à GD, le quadrilatère ABG'D' sera circonscrit à la cir- 
conférence décrite du point I comme centre avec le rayon IP* Je 
dis qu'il est aussi inscriptible (247): car l'angle G', par exemple, 
étant égal à son correspondant G , est par conséquent le supplé- 
ment de son opposé A. 

DES POLYGONES EN GÈNiRAL« 

THlÊO&àlIB. 

256. La somme des angles intérieurs de tout polygone 
est égale à autant de fois deux droits qu'il a de côtés moins 
deujc. 

F(ff. 85. 1-^ Soit ABGDEF un polygone convexe quelconque. Si du 
sommet de l'angle A on mène des diagonales aux sommets de 
tous les angles non adjacens à celui-ci, on partagera le polygone 
ABGDEF en autant de triangles qu'il a de côtés moins deux : 
car les deux triangles extrêmes ABG et AFE comprennent cha* 
cun deux côtés du polygone, tandis que les triangles intermé- 
diaires n'en contiennent qu'un seul. Or la somme des angles de 
chaque triangle vaut deux droits : donc la^omme des angles de 
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toitf les triangles vaut autant de fois deux droits qt^il y a de 
triangles, c'est-à-dire qu'il y a de côtés moins deux dans le po- 
lygone* Mais la sonune des angles de tous les triangles est ën- 
denunent ^ale à celle des angles du polygone : donc enfin la 
somme des angles d'un polygone convexe quelconque est égale 
à autant de fois deux droits qu'il a de côtés moins deux* 

Zo Soit un polygone concave ABGDSFGIK. Joignons Fig. ii7. 
AI, GB, BG, et nous formerons ainsi le polygone convexe 
ÀBGBGIA9 dont la somme des angles sera égale à autant 
de fois deux droits qu'il a de côtés moins deux* Or il est clair 
qu'en partant de ce polygone, on reproduira le proposé si l'on 
•nbetitue aux droites AI, GE, £G, les brisées A£I, 6FE,£DG. 
Bxamînons donc de combien rariera la somme de ses angles par 
chafnme de ces substitutions, et commençons par la première : 
or, en remplaçant le côté AI par la brisée AKI, nous dimi- 
nuerons la somme des angles du polygone ABC E GI A des deux 
angles B.AI et B.IA, puisque nous substituons les angles BAK 
et GIK. aux angles BAI et Gl A; mais nous l'augmenterons aussi de 
l'angle rentrant K, c'est-à-dire de quatre droits moins AKI: donc 
la sonmie des angles du poljgone est augmentée de quatre droits 
et diminuée des trois angles BAI, Kl A , AKI, c'est-à-dire dimi- 
nuée de deux droits (1 86) ; donc elle est augmentée de deux droits ; 
donc la somme des angles du nouveau polygone ABGEGIKA 
surpasse celle des angles du polygone primitif ABGBGIA de 
AeuK droits; mais il a aussi un coté de plus : donc la somme 
des angles du polygone ABGEGIKA est encore égale à autant 
de fois deux droits qo^îl a de côtés moins deux; et, conune on 
pourra répéter pour les autres angles rentrans F et D le même 
raisonnement que nous Tenons de foire pour l'angle K, le théo** 
rème est ainsi démontré» 

Il pourrait arriver que les trois points A , I, G, fassent en ligne pjg. i i $, 

droite. Alors, en substituant la brisée AKI à la droite AI, on 

augmenterait le nombre des côtés du polygone de deux unités; 

mais aussi la somme de ses angles augmenterait de quatre droits* 

Cn eflêt, en remplaçant la droite AI par la brisée AKI, on 

diminue la somme des angles du polygone ABGEGA de l'angle 

BAI, mais on l'augmente des nouveaux angles K et GIK; or 

ce dernier, étant extérieur au triangle AKI, vaut la somme des 

deux intérieurs opposés KAI et AKI (188): donc la somme des 

angles du polygone augmente de K+ KAI + AKI, et diminue 
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de KÀI; donc die augmente de IL -f AKI, c'est-à-dire de quatre 
droits* 

Fîg. i 19. Enfin il pourrait encore se fiiîre que la droite AI, prolongée, 
trafersât le polygone, de sorte que le polygone AB CEGI A serait 
lai-méme ooncaTe , comme <m le voit dans la figure. Alors on join- 
drait AG, et l'on partirait du polygone convexe AB G E G A ; puis , 
en substituant d'abord la brisëe AIG à la droite AG, et ensuite^ 
A Kl à AI y on reviendrait au polygone primitif* 

257. ScHOLiB. Le théorème que nous venons de démontrer 
peut encore s'énoncer ainsi qu'il suit : 

La somme des angles intérieurs de tout polygone est 
égalée autant de fois deux droits qu'il a de côtés, moins 
quatre droits : car, en répétant deux droits autant de fois qu'il 
y a de côtés moins deux y il s'en faut évidemment de deux fois 
deux droits ou de quatre droits que l'on obtienne autant de fois 
deux droits qu'il y a de côtés. Au reste > on serait conduit di- 
rectement à cet énoncé pour un polygone convexe en le dé* 
composant en triangles par des diagonales pcurties d'un point 
pris dans l'intérieur de ce polygone. 

258* Ge théorème fournit à l'arpenteur le moyen de s'assurer 
s'il a bien opéré, lorsqu'il a relevé tous les angles d'un poly- 
gone : car leur somme doit être égale i autant de fois 18C^ que 
le polygone a de côtés moins deux* 

259. iSI Fon prolonge tous les côtés d^un polygone convexe 

F}g. iSO. quelconque ABGDE dans le même 5e/z^p c'est-à-dire dans le 

sens même oii nous avons ainsi nommé ses côtés, la somme de 

tous les angles extérieurs (188)B'BG, G'GD, D'DE, etc., est 

égale à quatre droits. 

En efièt chaque angle intérieur, tel que ABG, réuni à son 
extérieur adjacent B'BG, vaut deux droits : donc la somme de 
tousles angles tant intérieurs qu'extérieurs du polygone est égale 
à autant de fois deux droits qu'il a de côtés ; si donc on en re- 
tranche la somme des angles intérieurs , qui vaut autant de fois 
deux droits qu'il y a de côtés , moins quatre droits (257), il res- 
tera évidemment quatre droits pour la somme des angles exté- 
rieurs. 
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!260« Si Von prolonge dans le même sens tous les côtés 
€Pun polygone concave quelconque klAUDEV^ la différence Fîg. iîl. 
entre la somme des angles extérieurs des angles saillans 
0/ celle des angles extérieurs des angles rentrans est égale 
€s quatre étroits. 

En effet chaque angle saillant, tel que ABC, augmenté de 

son extérieur B'BG,Taat deux droits; et chaque ai^le rentrant, 

tel que G, diminué de son extérieur €'G D, vaut aussi deux droits : 

donc, si À la somme de tous les angles intérieurs du polygone on 

ajoute la floaune des angles extérieurs des angles saillans, et que 

l'on en retranche la somme des angles extérieurs des angles ren« 

trans, on trouvera autant de fois deux droits qu'il 7 a de cotés. Par ^ 

conséquent , si Fon retranche de cette quantité la somme de tous 

les axk^les intéiîeurs, c'est-à-dire autant de fois deux droits 

qn^îl y a de cotés, moins quatre droits, le reste, quatre droits^ 

exprimera l'excès de la somme des angjles extérieurs des angles 

saillans sur celle des angles extérieurs des angles rentrans, et 

e'est précisément là ce qu'on voulait démontrer (a). 

261. ScHOLis. Ainsi la diversité infinie que le caprice peut 
naettre dans la forme des polygones n'empêche pas que leurs 
angles intérieurs ou extérieurs ne soient assujettis à une rela- 
tion constante. 

TBlSO&àlIX. 

262. Deux polygones quelconques son^gaux lorsque tous 
leurs côtés, à P exception d^un seul, sont égaux chacun à 
chacun , et que les angles compris entre les côtés égaux sont 
aussi égaux chacun à chacun^ 

Supposons, en effet, que dans les deuxfpoljgones ABCDE, Fig. 132. 
▲ B'G'D'E', on ait AB=3AV, BC=B'C',CD=CV,;DE=D'B', 

(o) Remarquons encore que ^ A l'on convient de regarder comme negatifê 
les angles extérieurs des angles rentrans , et les autres comme poniift > ce qui 
est confDtnie au principe de PappUcatkm de l'algèbre à la géométrie dté dans 
la note (6) du n.o 1 47 : car ces ang^ sont dans des positions directement con* 
traires par rapport à l'angle du polygone, on pourra comprendre les deux 
théorèmes des n,^ 259 et 260 daïis on même énoncé, en dbant que, 

Si Pcn prolonge tous les cétëê iTun polygone guelcoiupie éans le même 
sene, fa eomme iMésaïQVB de seê angles extérieurs eeru égale à i/vntre 
droite. 
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et que les angles B, G^ D, soient respectivement égaux aox 
angles B', C, D'* Je porte le second polygone sur le premier , 
en posant les points À' et B' sur leurs homologues A et V : ^ 
cette manière le cote A'B' coïncidera avec AB; et, comme l'angle 
B'=B, le côté B'C prendra la direction BG. Mais B'G'=BC: 
donc le point G' tombera sur G. Or l'angle G'=G : ainsi le coté 
CV prendra la direction GD; et, comme G'D'=GD, le poiat 
D' tombera sur D. On verra de même que E' tombera sur B , 
et qu'en conséquence les deux côtés A'E'et AE coïncideronl ^ 
puisque leurs extrémités seront confondues* Donc les deux po- 
lygones sont égaux. 

263. Deux polygones sont égaux lorsqu'ils ont tous leurs 
angles y à P exception cPun seul^ égaux chacun à chacun , 
et que les côtés adjacens aux angles égaux sont aussi égau^zr 
chacun à chacun^ 

Ce théorème se démontrerait comme le précédent en super- 
posant les deux polygones. 

264. G0K01.LÂIKB. Deux parallélogrammes sont égaux lors- 
qu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés ^aux chacun 
à chacun (232). 

265. Il y a plusieurs autres cas d'^alité de deux polygones ; 
mais, comme ils sont peu importans, nous ne nous arrêterons 
pas à les énumérer. Nous observerons seulement que si, dans la 
suite, on a besoin de prouver l'égalité de deux polygones qui 
ne satisferaient pas aux conditions énoncées aux n.<^ 262 et 2G5 , 
on devra les superposer, et, s'il» coïncident parfaitement, en con- 
clure qu'ils sont effectivement égaux. 

266. ScHOLiB. Il suit des deux théorèmes précédens qu'un 
polygone est déterminé quand on connaît, l.o tous ses côtés à 
Texception d'un seul^ ainsi que les angles compris entre chacun 
de ces côtés et le suivant; 2fi tous ses angles moins un, ainsi que 
tous les côtés qui leur sont respectivement adjacens. Observons 
d'ailleurs que lorsqu'on a tous les angles, moins un, d'un poly- 
gone, celui-ci est connu (256). 

On voit que le nonobre des données nécessaires dans ces 
deux cas à la détermination d'un polygone de n côtés est 
a— I + ;i— a = 2/i-*-3. Mais il faut dire encore entre quels 
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côlës les angles donn^ sont compris^ ou à quels angles les côtés 
donnés sont adjacens. Ainsi un pentagone ne serait pas déter- 
miné par la connaissance seule des quatre côtés a^ b^ c^ d^ei 
des angles 0, y y «T; mais si l'on ajoute que jS est compris entre 
aei byy entre b et c, et «T entre c et ^f , on pourra construire 
le poljgone* Pour cela, à l'extrémité B d'une droite AB = a^ Fig. 120. 
on fera un angle ABG=lS, on prendra BG= ^; puis au point 
C on fera un angle BGD=^yOn prendra CD=c; ensuite on 
fera an point B un angle CDEscT, et l'on prendra 'DE:=:d; 
joignant enfin EA, le polygone sera construit (262). 

267* Les artistes ont sourent à exécuter des figures égales à 
d'autres. Ainsi dans les arts de constmction^ par exemple^ on doit 
sans cesse donner à un morceau de bois, de pierre ou de fer un 
relief qni s'ajuste dans la cavité d'une autre pièce; or les deux 
pièces qui doivent ainsi emboîter Fune dans l'autre doivent avoir 
exactement la même forme* La méthode par laquelle nous avons 
construit le polygone ABGBB peut évidemment servir à ré- Fîg. <20. 
soudre ce problème, c'est-à-dire à décrire un polygone égal à 
un autre; mais elle présente un inconvénient assez grave , en ce 
que la moindre erreur commise sur un angle influant sur la di- 
rection des côtés de tous les autres angles suivans, la longueur 
du coté qui doit fermer le polygone pourra être très-sensiblement 
altérée* Lie procédé qui suit, d^ailleurs plus simple, est à Fabri 
de cet mconvénient* 

Parle sommet A du polygone donne ABGDETGI tirez nne P<8* 125. 
droite quelconque AA' d'une grandeur arbitraire, et par tous les 
autres sonunets mene^lui des parallèles indéfinies sur lesquelles 

▼ous prendrez des longueurs BB', G G', toutes égales 

à AA'; et joignez enfin AV, B'G', GD' Il est clair que le 

polygone A'B'GD'fi'F'GT est égal à ABGDEFGI : car leurs 
cotés et leurs angles homologues sont égaux chacun à chacun 
(228,223 et 88> 

Ge procédé, connu des charpentiers de vaisseaux sous le nom 
de tricage, peut être employé avec succès pour exécuter les 
cherches ou patrons des courbes qui doivent terminer une 
pierre ou une pièce de bois* En effet, soit ABCDE la courbe Fig. 12^ 
dont il s'agit* On marquera sur cette ligne un assez grand 
nombre de points très*rapprochés , là surtout oh, la courbure 
sera la plus forte, et par tous ces points on mènera une suite de 
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lignes parallèles* Gela fait, aa moyen d'une règle flexible on 
prolongera toutes ces parallèles sur une planche très-mince po- 
sée SUT Y épure, et l'on prendra sur ces parallèles les distances 

AA'y BB', ce, toutes égales entre elles; unissant ensnite 

les points A',B', G', • . . . par un trait continn^on anra une courbe 
A'B'G'. . . • qui sera très-sensiblement égale à la courbe AB G D E : 
car on conçoit que si elle glissait parallèlement à elle-mêiue , 
quand le point A' serait arrifé en A , les autres points B', G', D', . . . 
se trouveraient sur lenrs correspondans B , G , D. . • • 11 n'y aura 
pins alors qu'à couper la planche suivant le contour AB'G'D'E', 
et l'on aura ainsi un patron qui^ porté sur une pierre ou sur une 
pièce de bois, servira à y tracer une courbe égale à ABGDE. 

Les artistes emploient encore pour copier une figure une 
autre méthode qui devient très-expédîtive lorsque l'on n'a pas 
besoin d'une exactitude mathématique : c'est la méthode des 
carreaux. 

On recouvre d'abord la figure que l'on veut copier d'un cadre 
divisé en carrés égaux par des fils de soie bien tendus, ou, si l'on 
ne possède pas un pareil instrument , on commence par tracer 
un angle droit qui comprenne la figure entre ses côtés , et l'on 
porte sur chacun d'eux un nombre assez grand de petites par- 
ties égales, pour qu'en menant par tous les points de division de 
chaque ligne des parallèles à l'autre, le rectangle déterminé par 
les deux parallèles extrêmes renferme la figure. On numérote 
Fig. 125. ensuite toutes ces parallèles comme on le voit dans la figure 125* 
Gela fait, on construit sur la feuille de papier qui doit recevoir 
la copie un rectangle égal au précédent, et divisé, comme lui, en 
carrés que l'on numérote de la même manière. Veut-on mainte- 
nant fixer sur la copie la position d'un point quelconque A de 
l'original, je remarque qu'il se trouve dans le carré II, III, 6, 7> 
je prends avec le compas sa distance à la verticale II, et je porte 
cette distance sur l'horizontale 77 du second cadre à partir de 
cette verticale; puis, ayant mesuré de même la distance du 
point A à l'horizontale 77, je la porte perpendiculairement à 
l'horizontale 77 de la copie, de M en A', ce qui peut se feire 
à vue d'oeil, et j'ai ainsi la position du point homologue à A. Je 
déterminerai de même la position de tous les autres sommets du 
polygone, et en joignant chacun avec le suivant, la copie sera 
exécutée. 

Si la figure renferme des lignes courbes, on rapportera sur 



»»i POLTG0RB8* 107 

la copie les points oh cbacune d'elles coupe les côtes des dî(Fé- 
rens carreaux qu^elle traverse , ce qui donnera un certain nombre 
de points de chaque ooorbe, de sorte qu'il ne s'agira plus que 
de joindre ces points par un trait continu. 

Telle est la méthode que l'on emploie pour copier les cartes 
de g^ograpliîe, les plans topographiques, et même les tableaux 
lorsqu'on yeut en avoir une copie fidèle» Seulement on n'y fait 
usage du compas que pour tracer les rectangles et leurs divi- 
sions , et l'on marque à peu prés dans chaque carré de la copie 
les points homologues de ceux de l'original : d'où l'on voit que 
les errenrs seront d'autant moindres que les carrés sont plus 
petits. Àossi, quand les détails d'un carré sont très^multipUés , 
on le subdivise lui-même en parties plus petites, de sorte que 
l'on parvient ainsi à atténuer les erreurs autant qu'on le veut* 
On sent qu'en s'ezerçant à cette méthode de dessin, et en em- 
ployant des carrés de plus en plus grands, on acquerra bientôt 
une grande exactitude de coup d'œiU Aussi cette méthode a-t-elle 
été recommandée par les grands peintres. 

PAOBLÀMB. 

268. Trans/brmer un polygone donné ABCDF en un fig. io5. 
trianglem 

Il est clair que si nous savions transformer un polygone donné 
en un autre qui eût un c5té de moins, nous pourrions regarder 
le problème proposé comme résolu* Or si nous îoîguons CF , le 
polygone ABGF aura un côté de moins que ABCDF; mais aussi 
il sera plus petit que lui du triangle CD F. Il s'agit donc d'ajou- 
ter au polygone ABGF une surface égale à celle de ce triangle, 
sans cependant augmenter le nombre de ses cotés ; or on y par- 
viendra en construisant sur GF un triangle équivalant à GDF, 
dont le sommet soit sur AF* II suffira pour cela de mener par 
le point D une parallèle DG à G F, et de joindre G G : car il est 
évident que le triangle GGF aura ainsi même base et même 
hauteur que DGF, et lui sera par conséquent équivalent (236). 
Le polygone proposé ABGDF sera donc transformé en un 
polygone ABGG ayant un côté de moins. Pour transformer 
actuellement ce quadrilatère en un triangle , on joindra sembla* 
blement B G ; par le point G on mènera la parallèle G I à B G , on 
tirera la droite BI,etle triangle ABI résoudra le problème. 
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Remarquons que notre triangle a un coté AB et un angle A 
communs avec le poljgone donné. 

Remarquons encore que notre construction convient aussi 

bien à un polygone concave qu'à un polygone convexe. L'hexa* 

Ffg. i 27. gone AB G D E F a été transforme successivement en un pentagone 

ABCDG^en un quadrilatère IGDG, et enfin en un triangle IC IL. 

PKOBLàjIB* 

269. Transformer un triangle ABC en un autre qui ait 
pour sommet un point donné O, et dont la hase soit diri^ 
gée suiifant BC à partir de B ou de G* 

Il peut se présenter deux cas , selon que le point O se trouve 
ou ne se trouve pas sur Pun des côtés AB et AG. 
Fig. 128. Premier cas. Supposons le point O sur le c6të A B. Si nous 
joignons OG , nous formerons un triangle BOG, dont le som- 
met sera en O, et qui aura BG pour base* Mais il est trop petit 
de AOG« Pour l'augmenter de cette quantité, sans cependant 
changer le nombre de ses côtés, nous mènerons par le point 
A une parallèle AF à OG , et nous joindrons OF (268). Il est 
facile de voir que le triangle BOF résoudra le problème. 

Fig. 129. Deuxième cas. Supposons que le point ne soit ni sur l'un 
ni sur l'autre des deux côtés AB et AG. Nous ramènerons ce 
second cas au premier en transformant le triangle ABG en un 
autre qui ait même base et même hauteur que lui, et dont un 
des côtés soit dirigé suivant BO; il suffira pour cela de mener 
par le point A une parallèle à BG , et de joindre le point A', oii 
elle coupe BO, avec le point G. Le triangle BOF résout le pro- 
blème. 

270» Les deux problèmes que nous venons de résoudre four- 
nissent le moyen d'additionner ou de soustraire deux polygones, 
et de multiplier ou de diviser un polygone par un nombre quel- 
conque* Et d'abord il est clair qu'il suffit de savoir exécuter cea 
opérations sur des triangles, pour pouvoir les effectuer sur des- 
polygones quelconques, puisque l'on pourra toujours commen- 
cei* par transformer ces polygones en triangles. 

Examinons donc le cas des triangles. 

P&OBLiMB. 

271. Additionner deux trianf^s ABG, DE F. 
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1 5> Si ces deux triangles ont des hauteurs ^ales, prenez sur 
le prolongement de la base B G de Tun d'eux une quantité CG Flg. 150. 
égale à la hase £F du second, et joignez AG : il est clair que 
le triangle AGG sera équivalent à DEF(236)y et qu'ainsi le 
triangle ABG résoudra le problème. 

jLp Si les deux triangles n'ont pas la même hauteur, on com- 
mencera par les y réduire. Pour cela on élèvera sur £F une Fig. i5l. 
perpendiculaire £1 égale à la hauteur AH de ABG; par le 
point I on mènera 10 parallèle àBF jusqu'à la rencontre de 
£D , et Ton transformera ensuite le triangle DEFen un autre 
EOK qoi ait son sommet au point 0, et sa base dirigée sui- 
vant S F. 

PKOBI.ÀMB* 

272. Soustraire un triangle DEF d^un autre ABG* 

l*o Si les deux triangles ont des hauteurs ^ales, on prendra Flg. 150. 

sar ne une partie G G' = EF , et en joignant AG', on formera 

le triangle ABG', qui résoudra le problème. 

2.0 Si les deux triangles n'ont pas la même hauteur, on corn- 

mencera par les j réduire* 

PAOBLiM £• 

273. Par un point donné sur le périmètre d^un poly^ Flg. I5î. 
gone ABGDEF, mener une droite qui en retranche une 
partie équivalente à un polygone donné LHr^Q. 

On transformera d'abord le polygone LMN Q en un triangle 
équivalent LQB (268), puis celui-ci en un autre LST, dont la 
hauteur soit égale à la perpendiculaire abaissée du point don- 
né O sur le côté adjacent AB (271, 2.o). Cela fait, on prendra 
sur ce côté AB une quantité AG = LT, et l'on joindra OG* Si 
le point G ne se trouve pas au delà de B , le problème est résolu , 
puisque le triangle GAG est équivalent à LST, et partant au 
polygone donné LMNQ. S'il n'en est pas ainsi, on joindra OB; 
et, comme il ne s'agira plus que de retrancher du polygone 
OBGDEF une portion équivalente au triangle OBG, on cons- 
truira sur OB un triangle équivalent à OBG , et dont le sommet 
soit sur la droite indéfinie BG. Pour cela on mènera G H pa^- 
rallèle à OB, et l'on joindra OH» Si le point H ne se trouve pas 
au delà de G, le problème est résolu : car le quadrilatère OABH 
est équivalent au triangle GAG. Si le point H est situé au delà 
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de G 9 les mêmes considérations conduiront à joindra O C , à 
mener HI parallèle à OG » et à tirer OL Si le point I ne tombe 
pas au delà de D, le problème est résolu ; car le triangle OCI 
étant équivalent à G H , le pentagone OÀB G I est équivalent ao 
quadrilatère OABH, et partant au triangle OAG. Si, comne 
dans la figure, le point I est situé au delà de D, on tirera OD, 
on mènera parle point I la parallèle IK à OD, etTonjoiodra 
OK. Le point K se trouvant entre B et E , la droite OK r^oiit 
le problème. 

Remarquons que le problème pourrait être impossible si ie 
polygone proposé était concave* 

274. Construire un triangle //ui soit n Jbis plus grand 
7%. 1SS« (jfu^un triangle donné ABG. 

On portera la base BG (n — i) fois à la suite d'eUe-meme , de 
G en D,et l'on joindraÀD. Le triangle ABD résoudra le problème : 
car on voit bien que si l'on joignait tous les points de division 
de G D avec le sommet A , le triangle ABD se trouverait partagé 
en n triangles tous équivalens à ABG (250}, 

PROBLàM E. 

275. Partager un triangle ABD en un certain nombre é£e 
parties équivalentes par des droites qui partent toutes d^urh 
même point donné. 

Il peut se présenter trois cas» selon que le point donmë est 
tm des sommets du triangle, qu'il se trouve sur un des côtéis, 
ou dans son intérieur. 

Premier cas. Si les lignes de division doivent partir do 
sommet A, on partagera la base en autant de parties égales 
que l'on en veut dans le triangle, et l'on joindra les points de 
division avec le sommet A. 

Deuxième cas. Supposons que l'on veuille partager le triangle 
Flg. i54. en quatre parties équivalentes par des droites issues du point 0. 
On commencera par partager le côté BD, sur lequel se trouve le 
point 0, en quatre parties égales, et l'on joindra les points de di- 
vision C, F, G avec le sommet opposé A, ce qui partagera le 
triangle en quatre parties équivalentes; de sorte qu'il ne s'agira 
pins que de mener par le point des droites OG', OF' et OGr, 
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qui retranchent do triangle proposé des parties OBC, OBAF' 
etOBAG'y respectivement ëqQÎyalentesauquartABCyamdeut 
quarts ABfy et aux trois qnarts ABG de ce triangle (273) : car 
alors ciiacone des parties OBG\ OGAF', OF'G' et OG'D sera 
nécessairement le quart de ABD. 

Troisième cas. Supposons qu'il s'agisse de partager encore le 
triangle AB D en quatre parties équivalentes , mais que les lignes 
de diTÎsîon doivent partir d'un point O intérieur au triangle. 
Nous transformerons d'abord ABD en un triangle BOC ayant 
pour sommet le point O (269) , et nous diviserons celui-ci en 
quatre parties équivalentes par les droites 0£, OF, OG. Le 
point £ étant compris entre BetD, le triangle BOE est une 
des parties demandées : ainsi il ne s'agît plus que de mener par le 
point O les droites OH et OK, qui retranchent du triangle ABD 
<Xes parties OBDH, OBD AK respectivement égales à la moi- 
tié OB¥ et aux trois qnarts OBG de ce triangle. 

BenaarquoDs que la solution générale de ce problème exige 
que l'on sache partager une droite donnée en un nombre quel- 
conque de parties é^les* C'est une question que nous résou- 
drons bientôt (282)9 indépendamment du problème dont il 
s'agît* 

PROBLÈMB* 

276. Partager un polygone en un certain nombre de par- 
lies équivalentes , par des droites qui partent toutes d'un 
point donné dans ^intérieur de ce polygone» 

Supposons que l'on veuille partager le polygone ABGDE en Fig. iSS^ 
quatre parties équivalentes. On transformera d'abord ce poly- 
gone en un triangle A OF^ qui ait son sommet au point donné 
(268 et 269), et en opérant ensuite comme dans le problème 
précédent, on trouvera que les parties demandées sont AOG, 
OGBL, OLGDI et OIEA. 

Si le point d'où les lignes de division doivent partir est un 
des sommets du polygone, la construction sera plus simple: 
car on transformera immédiatement le polygone en un triangle 
qni ait son sommet en ce point (268). 

Ce problème et celui du nfi 273 sont d'une grande impor^ 
tance dans la question du partage des propriétés : car on sent 
que les oopartageans peuvent avoir un intérêt à ce que les lignes 
de division partent toutes d'un même point. C'est ce qui arrî-* 
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yerait, par exemple, si le point O ëtaitun puits, ou bien n, 
dans la question du nfi 273 > une des personnes entre lesquelles 
on doit partager le terrain ABGDEF arait dé]a une propriété 
qui sVtendît depuis A jusqu'en 0* 

Nous reviendrons plus tard sur cet important problème de 
la division des terrains. 



CHAPITRE IL 

D£S LIGNES PROPORTIONNELLES. 

THÉOEàMB. 

f\g. i 87. 277. Toute parallèle BV à F un des côtés B G d'un triangle 
ABC divise les deuœ autres en parties proportionnelles 
entre elles et à ces deux autres côtés , c'est-à-dire qne Ton 
aura la suite de rapports égaux 

AD : AF : : bd : cf ; : ab : ac. 

En efifet, portons BD sur AD autant de fois qne la chose sera 

possible : nous trouverons qo*elle j est contenue deuœ fois, avec 

le reste ID> de sorte que 

AD=:2BD + ID. 

Mais si , par les points de division G et I , nous menons des 
parallèles à BG , nous déterminerons sur le cote A G des par- 
ties AK et KO égales à FG : car, si l'on tire KM et FN paral- 
lèles* àJAB, ces droites seront égales respectivement à GI et â 
BD (224), et partant à AG ; de plus les angles A, K, F, seront 
égaux comme correspondans , et les angles G , M , N, comme 
ayant les côtés parallèles et dirigés dans le même sens: donc les 
triangles AGK, KMO, FNG, sont égaux (201); donc leurs co- 
tés homologues AK^.KO et FG, sont égaux (202). Ainsi 

AF = 2FG + 0F. 

On^voit donc que la droite A F contient F G autant de fois que 
AD contient BD y et que le reste OF (a) correspond au reste ID* 
Par conséquent, siPon portée son tourIDsurDB>etqQe,parlei 



(a) OP est plus petite que FG , sans quoi ID serait ou égale à BD, ou plos 
grande que cette droHc ^ 
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points de dirîsîon on mène des parallèles à BG , on Terra de 
même que FG contiendra OF autant de fois que BD contiendra 
ID, que la partie restante R G de la première correspondra à 
la partie restantoJBQ de la seconde, et ainsi de suite, si l'on 
continue d'effectuer sur les droites ÀD et BD et sur À F et F G 
les ofiâ^ations nécessaires pour trourer la commune mesure des 
deux premières lignes et celle des deux autres* Les deux sâries 
de quotiens que l'on trourera ainsi seront donc les mêmes: 
donc le rapport des deux droites ÀD et BD est le même que 
celai de AF à F G. (37); donc on a la proportion 

AD ; BD ; : AF ; fc 

Hais si Ton applique à cette proportion le principe du n«<^ 21 8 
de Farîthmëtique , on en tirera : 

ab; ag :: ad : af ;; bd : fg, 

ce qa'&l fiEiUait démontrer. 

I 

278* ComoLi^iKv. iS£ Von coupe deux droites quelconques • 
AB et A'B' par une suite de parallèles, AA', CC', DD', etc., j|g, ^53. 
les parties de F une seront proportionnelles aux parties 
correspondantes de Fautre* 

Cette proposition est une cons^œnce immédiate du ufi 224, 

81 les droites A B et A V sont parallèles. Supposons donc qu'elles 

ne le soient pas, et alors prolongeons-les jusqu'à leur point 

de rencontre* Le tHangle OGG', dans leqpel A A' est parallèle 

au côté G G' , nous donnera la proportion 

Ac : A'c' ::oc ;oc'. 

Le triangle ODD', dans lequel G G' est paraQèle au côté Y^l^\ 
BOUS donnera pareillement : 

OC : oG : : cd ; cd' ; ; od ; od*. 

Ifoos tirerons de même dn trianj^ OFF': 

OD : OD' : : DF : dv : : of ; or. 

Enfin le triangle OBB' nous donnera: 

OF : or : ; fb : f^b'. 

Tontes ces suites de rapports ^aox sont liées chacnne à la 
soÎTante par un rapport commun x donc tous ces rapports sont 
égaux ; donc 

AC ; AC : : CD : cv : : df : d'f' ; ; fb : f^. 

8 
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THéORÂHI. 

279* Réciproquement toute droite'- qui divise deux côtés 
d^un triangle en parties proportionnelles est parallèle au 
troisième* 

Supposons que Ton ait : 

Fis. «9. ab:ad::ac:a». 

Je disque DF est parallèle à BG : car si cela n'a pas lieu, nous 
pourrons mener par le point D une parallèle DI à B G , et nous 
aurons ainsi 

AB : AD : : ag : al 

Cette proportion et la prëcëdente ayant trois termes cor- 
respondans égaux, on en conclut que le quatrième terme AF 
de l'une est égal au quatrième terme AI de l'autre, ce qui est 
absurde. Donc on ne pouvait pas supposer que D F ne fût point 
parallèle à B G ; donc ces deux ligues sont parallèles. 

Cette démonstration est, comme on voit, une nouvelle appli- 
cation du principe du n*9 59* 

280. CoKOLLÀiiLB. Donc si Von coupe en parties propor- 

Fig. 140, tionnelles les droites AB, AG, AD, AE, A F, menées d'un 

même point A aux différens points de la droite X T, tous 

les points de division B', C, D', E', F' seront en ligne droite. 

P&OBLiMB. 

fjff. m. 281. Partager une droite donnée AB en parties propor- 
tionnelles à des droites données p^q ,r. 

Menons par le point A une droite indéfinie AX, et prenons 
sur cette droite des parties AP, PQ, QR, respectivement égales 
aux lignes données p,q^r. Il est clair maintenant que si nous 
joignons RB, et que par les points P et Q nous menions des pa- 
rallèles à RB, ces droites diviseront A B proportionnellement 
aux lignes AP, PQ, QRC278), et par conséquent aux ligne» 
données p^q ,r. Mais, au lieu de mener ces parallèles par l'un 
des procédés connus (93 et 130), nous emploierons le suivant, 
qui est susceptible d'un plus grand degré d'exactitude. Joignes 
RB, et coupez cette droite en R' par un arc décrit du point A 
comme centre , avec le rayon A R. Reportez ensuite les longueurs 
AP et AQ sur AR', et joignez PP', QQ'. Ces droites seront pa- 
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lUèles à RK (279) : caries points P et P', Q et Q', divisent res- 
pectiyement AR et A R' en parties proportionnelles^ 

282. GoBOLiiAnB* Il suit de là que si les lignes p,^, r^ eussent Ftg. 142. i 
été égaleSy la droite AB eût^té partagée en parties égales. Ainsi , 

pour partager une droite donnée A Ben cinq parties égales , par 
exemple y on mènera par Tune de ses extrémités A une droite 
indéfiaîe quelconque AX, sur laquelle on portera une ouverture 
quelconque de compas autant de fois que l'on voudra avoir de 
parties dans AB. On joindra le dernier point de division avec le 
point B, et il ne s'agira plus que de mener par les autres points 
de dWision des parallèles à la ligne de jonction , ce qui s'exécu- 
tera par la méthode que nous venons d'indiquer. Nous observe- 
rons seulement de fiiire l'angle B AX peu diffîrent de la moitié 
d'un droite et de prendre l'ouverture de compas à peu près 
doable des parties demandées de AB, parce qu'avec ces précau- 
tions les parallèles ne couperont pas AB trop obliquement, et 

les points qui doivent déterminer leur direction ne seront pas 

trop [ rapprochés. 

283. Le procédé que nous venons d'indiquer pour diviser une 
longueur donn^ en parties égales est l'un des plus parfaits que 
Ton puisse employer dans le dessin linéaire, mais il ne saurait 
snfSre dans la pratique des arts de précision. Les artistes ont 
alors recours à une machine qui leur fournit des résultats d'une 
exactitude presque indéfinie. 

La machine à diviser se compose de deux parties princi- 
pales : un burin AB, e£ une vis CD, exécutée avec un soin ex- pjg. ^45, 
tréme, de sorte que tous ses pas sont parfaitement égaux. Cette 
ris ne peut que tourner sur son axe sans avancer ni reculer, 
tandis que l'écrou GI, dans lequel elle est engagée, peut glisser 
dans une coulisse parallèle à cet axe. La pièce à diviser se fixe 
sur l'écrou par des ris de pression. Quant au burin, il est assu- 
jetti à se mouvoir dans un plan fixe perpendiculaire à l'axe de la 
yis. 

n résulte de cette disposition que, pour chaque tour qu'on 
fera faire à la vis, l'écrou avancera d'une quantité égale à son 
pas; de sorte que si à la fin de chaque tour on fait jouer le 
burin, on aura marqué sur I9 pièce à diviser des longuetirs 
égales aux pas successifs de la vis, et par conséquent égales 
entre elles. Mais pour Ity faire parcourir des espaces plus pe* 
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tits, on adapte à sa tête une plaque circulaire dirisée en 
un grand nombre de parties égales , en 400 , par exemple; et 
alors si, rapportant sa marche à nn index immobile KL, on 

la fait tourner de 1 , 2, 3 grades, l'écroa arancera de 

4^0» 4^9 ?S7 ^« la longueur du pas. 

D'après cela, si Fon veut diviser une droite donnée en pai*tiea 
égales, après avoir amené le zéro de la tête de la yis son» 
l'index, on placera Tune des extrémités de la droite sous le 
burin, et l'on fera tourner la yis jusqu'à ce que l'autre extrémité 
soit venue aussi s'y placer, en ayant soin de compter le nombre 
des tours et la fraction de tour que la plaque circulaire aura 
exécutés* Supposons, pour fixer les idées, que la ligne doive être 
partagée en 87 parties égales, que la ris ait fait dix tours, et que 
le n«° 78 soit sous l'index* La tête de la vis aura ainsi parcouru 
4078 grades, dont la 87*^ partie est 46^ ^. En conséquence on 
fera tourner la yis par intervalles de 47^ et de 46^ , de manière 
que les erreurs oonmiises en plus et en moins se compensent, 
et l'on donnera à cbaque fois un coup de burin. Ainsi, en faisant 
tourner la yis 76 fois de 47^, et 11 fois de 46, elle aura par- 
couru précisément les 4078 grades. Remarquons que si les 86 
premiers intervalles eussent été chacun de 47 , le 87/ aarait 
yalu 4078 — 4042 =36^ Ainsi Perreur n'aurait pas été sur 
cette diyision de 11^, c'est-à-dire des^ delà longueur du pas 
de la yis, quantité inappréciable : car ce pas est toujours très- 
petit^ et même on est paryenn à construire des yis dont le pas 
régulier n'a qu'un millimètre. 

Remarquons que lorsque l'on connaîtra la longueur du pas 
de la yis, et elle est facile à déterminer en examinant combien 
il faut faire parcourir de grades à la plaque circulaire pour que 
l'écrou ayance d'un nombre donné de millimètres, on pourra 
mesurer une longueur donnée à moins de ^ du pas près* 

284. Trouiferune quatrième proportionnelle à trois droites 
FIg. 14 A, données a, b^ c, c'est-à-dire trouver une droite x, qui forme 
le quatrième terme d'une proportion dont les trois premiers 
seraient les lignes a, ^^ c, de sorte que l'on ait : 

alblldJc. 
a étontplus grand que c, on pourra regarder les deux termes 
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c» et ^ du premier rapport comme deux côtés (fun triangle, 
e^ les deux termes c et a: du second comme deux de leurs 
parties correspondantes déterminées par une parallèle au 
te'oîsîème côté de ce triangle. En conséquence on tracera 
deux droites indéfinies OT et OZ sous un angle quelconque, 
xnats que, pour plus d'exactitude dans les constructions, on ne 
ièra pas plus grand qu'un droit* On prendra sur ses côtés des 
pax*ties OA=^a, et 0B=&, puis sur le côté OÀ une seconde 
pax-tie G = c* Menant G X parallèle à AB , on obtiendra la qua- 
trièsme proportionnelle demandée OX. 

On pourra encore regarder les antécédens a et c comme Fig. us. 
les deux parties d'un même coté, et alors les conséquens beta: 
seront les parties correspondantes de Fantre côté: ce qui con- 
daira à la constmctbn eiDécatéè dans la figure 145 , oh BX est 
la ligne demandée. 

285. GoKOLLAULB. 8t Ics dcux lignes a et & étaient égales , la 
ligne încomiue x serût déterminée par la proportion 

a:h::h:x, 

et alors on rappellerait une troisième proportionnelle aux 
droites a et b» On obtiendra éyidemment cette troisième pro- 
portionnelle par la construction précédente. 

THiORÂlfX. 

286* Deux triangles équiangles entre eux ont leurs côtés 
homologues proportionnels. (Les côtés bomologoes sont ceux 
qui sont opposés à des angles égaux.) 

Supposons les trois angles à , B , G , respectiyement égaux aux Fig. i 46. 
angles ▲', B', G' : je dis que les deux triangles ABG et A'B'G' 
auront leurs cotés homologues proportionnels* 

Bn eflet, puisque l'angle A=A\ si Fon prend sur les côtés 
AB et A G des parties AD et AF respectivement égales à A'B' 
et à A'G', et qu'on joigne DF, on formera un triangle AD F égal 
à A'B'G' (199) : donc leurs parties homologues sont égales; 
ainsi le côté DF=B'G', et l'angle AD F =B'; par conséquent 
cet angle ADF est aussi égal à B; donc la droite B F est paral- 
lèle àBG (86^ 3."^; donc on a la proportion (277) 

ab:ad;:ag: AF. 

Or, si l'on mène FG parallèle à AB, cette droite coupera les 
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deux côtés A G et B G en parties proportionnelles^ et, comme 
B G = DF (22/il), on aura la proportion 

ag:af::bg:df; 

Donc, â cause du rapport commun AC ! AF, on aura : 

AB : AD :: ag : af::bc : df, 

ou, en rempbçant les lignes AD, A F et DF par leurs égales A'BV 
A'G'etB'G't 

ab:av::ag:ag'::bc:b'c\ 

ce qu'il &llait démontrer. 

287* Sgholib. Obserrez que dès que l'on aura reconnu que 
deux triangles ont deux angles égaux chacun à chacun, on 
pourra en conclure que leurs cotés homologues sont propor- 
tionnels ; car le troisième angle de l'un sera ^al au troisième 
de l'autre (187). 

TBJOEilIB. 

Fig. 140. 288* Les droites AG, AD, AE, i/ui partent du sommet 
d^un triangle ABF, divisent sa hase et sa parallèle B'F' 
en parties proportionnelles , et sont aussi coupées par cette 
parallèle en parties proportionnelles. 

En effet les triangles ABG et AB'G', AGD et AG'D', ADE et 
AD'E', AEF et AE'F', sont équiangles (86, 3.o) : donc lears 
côtés homologues sont proportionnels (286) ; ainsi nous aurons 
entre ces cotés les quatre suites de rapports égaux 

AB : A'B' ; ; BG : bc' : : ac : a'c, 
AG : AG' : : GD : gd' : : ad : ad', 
AD : A'D' : : DE : de' : : ae : ae', 

AE : AE' : : EF : ef' :: af : a'f', 

Ghaque suite étant ainsr liée avec celle qui Tient après par un 
rapport commun, on doit en conclure que tous les rapports qui 
les composent sont égaux ^ et qu'ainsi 

BG : B'G' : : GD : gd' : : de : d'e' : : bf : e'f', 

et que 

AB: A'B' : : AG : a'g' :; ad : a'd' :: ae : ae' :: af: at: 

ce qui prouve, \fi que les droites BF et B'F' sont coupées en 
parties proportionnelles; 2.o que la droite B'F' coupe AB, AG, 
AD, A E et AF en parties proportionnelles. 

289. Go&OLLAiEK. Il suit delà que si BF était divisée en par- 
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lies égales aax points G,D,E, fia parallèle B'F' serait «ussi 
âÎTÎsëe en parties ëgales aux points €', D\ £'« 

Celte remarque fournit un noureau moyen de partager une 
droite donnée en un certain nombre de parties égales. Pour y 
parrenîr, nous porterons sur une droite indéfinie BT autant 
de fois nne même ouverture de compas que nous voulons de 
parties dans la droite donnée a; et surBF nous construirons 
on triangle ëquilatéral BAF (213); nous prendrons AB' et AF' 
égaux à tf y et nous joindrons B'F'. Cette droite sera parallèle à 
BP (279) : car elle divise AB et A F en parties proportionnelles; 
de pins elle sera égale à a: car les triangles ABF et AB'F', étant* 
éqoiangles, ont leurs côtés homologues proportionnels (286). 
Mais le premier est équilatéral : donc le second l'est aussi; donc 
B'F' = a; donc si l'on joint AG, AD et A£, la droite a sera 
divisée en parties égales aux points G', D' et £'• 

Remarquons que les droites issues de A seront d'autant mieux 
déterminées que ce point sera plus éloigné de XY, c'est-à-dire 
que l'ouverture de compas que l'on a portée sur XT sera plus 
grande. 

Remarquons encore que cette méthode a l'inconvénient d'ef- 
fectuer la division sur une droite égale à ^^ et non sur cette 
ligne même. On pourrait, il est vrai, modifier la construction 
de manière à diviser immédiatement la droite ^z^ mais aussi on 
serait erposé à des erreurs plus grandes; cependant, si l'on 
devait partager plusieurs droites données en un même nombre 
de parties égales ou proportionnelles à d'autres droites don- 
nées, c'est à la méthode du triangle équilat^al que l'on devrait 
avoir recours. 

TBioaivi. 

290. Si deux angles BAC , B'A'C', ont leurs côtés m et A'B', Fig. \ 47. 
AC et à! G parallèles, proportionnels y et dirigés dans le même 
sens ou en sens contraires, tes droites qui joindront les 
eactrémités B et B', G et G de leurs côtés homologues^ iront 
concourir avec celle qui joint leurs sommets A et A'. 

En effet, soient le point de concours de BB' et de A A', et 0' 

le point oîi cette dernière droite est coupée par G G': puisque A'B' 

est parallèle à AB, les triangles OAB et OA'B' sont équiangles, 

et ainsi leurs côtés homologues sont proportionnels (286) ? 

donc 



1 



» 
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• ab:a'b'::oa:oa'. 

Les triangles D'AG et O'A'C donneront pareillement 

AG : A'C : : oa : oa'. 

Mais les deux premiers rapports de ces proportions sont 
égaux : car on a par hypothèse : 

ab:aw::ac:a'c'; 

donc fears seconds rapports le sont aussi j donc on aura 

oa:oa ;:o'A;OA', 

d^oh Ton tire, divïdendo ou componendo ( Arith», n.® 218) : 

OA— OA' : OA— OA' : : OA : oa, 
0A+ OA' : o'A+o'A' ::0A : o'a- 

Hais dans le cas oik les côtés sont dirigés dans le même 
sens, OA — OA'=AA', et O'A — 0'A's=AA'; dans Tautre cas 
ÛA + 0A'=AA', O'A + O'A' = A A' 5 donc les deux propor- 
éons précédentes se réduisent à la snifante : 

aa':aa'::oa:o'A; 

d'oh Pon conclut que OA=0'A : donc les deux droites BB' 
et ce coupent A A' au même point 

291. Sgbolib. Remarquons que cette démonstration est indé- 
pendante de la grandeur des angles égaux BAC et B'A'G',et 
qu'elle s'appliquerait au cas où les brisées BAC et B'A'G' devien- 
draient deux droites parallèles. 

D'oh il suit que les diagonnles d^un trapèze vont se croi- 
ser sur la droite qui joint les milieux des côtés parallèles r 
Fig. 105. car les droites AI et MG, IB et DM, sont proportionnelles pa- 
rallèles et de sens contraires. 

Donc , si une droite ^isse sur le plan cTun triangle paral- 
lèlement à sa base^ et que dans chacune de ses positions 
on joigne avec les extrémités de la hase les points où elle 
coupe les deux autres côtés, le libu des points de section de 
toutes les lignes de jonction sera la droite qui va du sont' 
met du triangfe au milieu de sa base. 

PROBLÂMB. 

Fig. 148. 292* Par un point donné A, mener une droite qui aille 
concourir avec deux droites données BG, DF, que l'on ne 
peut prolonger jusqu'à leur point de rencontre. 
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Par ie point A tîroDs uoe droite quelconque BD, et 3i est clair 
alors que si Fon prend sur une parallèle quelconque.GF à BD 
un point K qui la dirise en parties dont les distances aux points 
G et F soient proportionnelles à AB et à AD, la droUe qui jom- * 
dra les points K et A résoudra le problème* Si donc le point A 
se troure entre les deux droites données, on prendra BI= AD, 
IG=:BA, on tirera la droite €F parallèlement à BD^ on joindra 
BF, et l'on mènera IK parallèle à cette droite. La droite G F 
sera diyisëe au point K en parties proportionnelles à CI et à IB, 
c'est-à-dire à B A et à AB : donc la droite AR résoudra le pr<H 
blèmet 

On Terra fiicilement ce qu'il y aura à faire si le point A est 
extârienr à l'angle formé par les deux droites BG et BF. Si les 
deux droites étaient données sur le terrain, on mesurerait AB, 
AB et GF; puis on chercherait le quatrième terme d'une pro- 
portion dont les trois premiers seraient respectivement les Ion-* 
gueurs de BB , de AB et de GF , ce qui ferait connaître celle de 
CK , et déterminerait ainsi la position du point K« 

Ce problème trouve souvent son application dans la géo- 
métrie pratique. Ainsi, par exemple, dans la gnomonique, 
comme toutes les lignes horaires vont concourir en un même 
point, que l'on nomme le centre du cadran solaire , on sent que 
l'on a souvent à mener d'un point donné une droite qui aiUe con- 
courir avec deux autres. 

293. Deux sécantes OA et OB qui partent £Pun même Fig. 149. 
poinr O pris hors éPune circonférence, sont réciproque- 
ment proportionnelles à leurs parties extérieures BC et OB, 
c'est-à-dire que Pon a la proportion 

oa:ob::ob: og, 

dans laquelle l'une des sécantes et sa partie extérieure forment 
les deux extrêmes ou les deux moyens. 

Pour le démontrer, joignons AB et BG, et nous formerons 
deux triangles équiangles ABO et DBG : car l'angle leur est 
commun, et les angles inscrits A et B s'appuient sur le même 
arc GB. Leurs cotés homologues sont donc proportionnels: ainsi 

OA (opposé à l'angle B) ; OB (son homologue, comme op- 
posé à l'angle G , l'égal de B) :: OB (opposé à langle A) : OC 
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[son homologue, comme opposé à PaDgle B, IVgal de A (a) ] : 
ce que noQS voulions dëmontrer. 

294. GoBOLLÀiBB. Si Von observe qne la démonstration pré- 
cédente est indépendante de la grandeur de la corde BD qne 
Ja sécante OB laisse dans la circonférence , on en conclura que 
la proportion ci-dessus subsistera toujours si Ton fait tourner 
OB autour de O de manière qu'elle tende à sortir du cerclé : 
donc elle aura encore lieu à la limite, c'est-à-dire quand la 
corde BD sera devenue nulle. Mais alors la sécante OB et sa 
partie extérieure 00 seront devenues égales toutes deux à la 
tangente OT : donc on aura alors : 

oa:ot ::ot:oc; 

ce qui nous apprend que lorsqu'une tangente et une sécante 
partent d'un même point, la tangente est moyenne pro" 
portionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieurcm 

€e théorème pourrait se démontrer à priori de la manière 
suivante : 

Si nous joignons les points A et G avec le point de contact T, 
nous formerons les deux triangles équiangl es AOT et GOT : car 
ils ont Fangle commun 0, et les angles OATet GTO ont chacun 
pour mesure la moitié de l'arc G T (14(2 et ik^ : donc leurs 
cotés homologues sont proportionnels ; ainsi [293, (o)] 

oa:ot::ot:oc. 

295. Gette propriété de la tangente fournit le moyen de dé* 
terminer à quelle distance la vue peut s'étendre en pleine mer, 
lorsque l'on connaît la hauteur de l'œil au dessus de sa surface. 
En effet, soient la position de l'œil, OD sa verticale, qui va, 
pomme on sait, passer par le centre de la terre, et OT la tan* 
gente menée de à la circonférence du grand cercle dans le plan 
duquel il se trouve. Il est clair que les seuls points de la demi- 
circonférence DTB que l'œil puisse apercevoir sont ceux de 
l'arc DT, de sorte que le point T est la limite de la vue. Mois 
l'arc DT diffère peu de OT : car les hauteurs des plus hautes 
montagnes elles-mêmes sont très-petites par rapport au rajon 
de la terre* Ainsi nous pourrons prendre OT pour la distance 



(a) Toutfis les fob que l'on établira une proportion entre les côtés de deuT 
triangles, on ne devra jamais négliger de constater, ainsi que nous vcnoi» de 
le faire, que les doux termes <}e chaque rapport sont des c6tés homologues. 
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du poinl T au pîed de la yerticale de 0. Or, comme on connaît 
la haotenr BO de l'œil au dessus du niveau de la mer, que l'on 
sait d'ailleurs que le diamètre de la terre vaut 12732396 mètres, 
on pourra calculer la tangente OT : car, puisqu'elle est moyenne 
proportionnelle entre la sécante OB=BD + DO et sa partie 
eitô-ieore DO, on obtiendra sa yaieur en multipliant (BD+ D 0) 
far BO y et extrayant ensuite la racine carrée du produit 

Ohaer^ons qu'à moins que l'observateur ne soit placé sur une 
montagne, son élévation an dessus du niveau de la mer sera 
extrêmement jîetîte par rapport au diamètre de la terre : de sorte 
que Fon poorra alors négliger DO vi^à-vis de BD, et prendre 
ainsi la racine carrée de BD «DO pour la valeur de OT (a> 

Proposons-nous, par exemple, de calculer à quelle distance 
s'étend la vue d'un matelot placé dans labune d'un vaisseau sup 
posée à 50" au dessus du niveau de la mer: nous multiplierons le 
àîamètre de la terre,! 2732396", par 50, et, enextray ant la racine 
carrée du produit 636619800, nous trouverons que le matelot 
pourrait apercevoir un objet situé à 25231",ouà61ieuesenviron. 
Si Ton Toulait savoir à quelle distance ce même matelot serait 
d'un fenal élevé de 26™, à l'instant où il commencerait à en re- 
cevoir la lumière, on observerait qu'il ne peut l'apercevoir qu'au 
TBOOÈent où son cril arrivera en 0' sur le prolongement de la 
tangente OT (on suppose que O représente le fanal)* Par con- 
séquent la distance O'O sera la somme des deux tangentes OT et 

<yT -, or OT = V' 12732396- 26 = 181941°*; et, comme nous ve- 
nons de trouver que 0'T= 25231°*, on voit que 00 =43425", 
on 1 1 lieues environ : telle est donc à fort peu près la distance 
du navire au rivage. 

THioAiirx. 

296. Les parties de deux cordes AG , BD, qui se coupent, Ffg. 150. 



(a) Si l'oD représente en effet le diamètre de la terre par d, et J a dist ance OP 
par h, on verra tàdlement que l'erreur commise en prenant V dh pour va- 

leor de OT ou de V (ji+h)h, est moindre que yj^' ^^ *^™ donc moindre 

<ïae 7 si -- est «^ ^, ou ri A est moindre que y rf, c'est-à^re que iZH mètres. 

SI donc h sadsfiiii à cette condition , l'erreur commise en prenant pour valeur 
de OTU racine âe dh exacte à moins d'une demi-unité , ne sera pas â*vn9 
unité. 
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sont réciproquement proportionnelles , c'est-à-dire que l'on 
a la proportion 

oa:ob::od;oc, . 

dans laquelle les deux parties d^nne corde forment les eztréaie» 
on les moyens» 

En efièt, si nous joignons AD et BC, nons formerons les denz 
triangles ëqniangles AOD et BOG : car les angles en O sont 
opposes par le sommet, et les angles inscrits A et B s'appuient 
sur le même arc DG; donc leurs cotés homologues sont pro- 
portionnels; ainsi 

oa:ob::od:oc, 

ce qui dëmontre notre proposition* 

297. G0B.0LLÂIRB. La démonstration précédente est indépen- 
dante de l'angle des deux cordes : ainsi la proposition sera encore 
Traie si la corde AG deyient un diamètre, et que la corde BD 
lui soit perpendiculaire; mais alors DO sera égal à BO (102); 
donc on aura : 

oa:ob:;ob:og, 

ce qui nous apprend que la perpendiculaire abaissée (Pun 
point de la circonférence sur un diamètre est moyenne 
proportionnelle entre les deux segmens de ce diamètre (a). 

298. Sgholib. Si dans les proportions fournies par les théo- 
rèmes des nfi^ 293 , 294 et 296 , on égale le produit des moyens 
à celui des extrêmes , on verra que ces trois théorèmes sont 
compris dans le suivant : 

THiO&ÂHB. 

«Si d^un point quelconque on mène arbitrairement une 



(a) Ce théorème foomit une Bolution de ce problème d'algèbre : Partager 
un nombre donné en deux parties dont le produit soit ■axihvik? On peut 
concevoir en effet que l'on ait décrit une circonférence dont la longueur du 
diamètre soit exprimée par ce nombre (52): alors , si d'un point quelconque de 
cette circonférence on abaisse ane perpendiculaire sur le diamètre > il suit du 
théorème en question que le produit dei deux segmens de ce diamètre sera 
égal au carré de cette perpendiculaire; mais le maximum de cette droite est 
le rayon: donc le produit des deux segment sera maximum quand la per- 
pendiculaire ira tomber au centre : car c'est alors seulement qu'elle sera 
égale au rayon. Donc , pour partager un nombre en deux parties dont le pro^ 
duit soit MÂXitixrHf il faut le partager en deur parties égales. 
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sécante à une circonférence^ le produit des distances de ce 
point aux deuœ points d^ intersection est constant* 

299. Les thëorèmes des n.o« 293 et 296 fournissent chacim 
une nooTelle solution du problème du nfi 284. Yeut-on s'ap- 
pujer sur la propriété des sécantes,. on dira, en considérant 

la proportion 

a\h\lc\ x: FIg. «51. 

c étant plus grand que h^ cette droite est une sécante , et ^ sa 
partie extérienre, tandis que a et la ligne inconnue x sont Pautre 
sécante et sa partie extériepre* En conséquence je prends sur 
une droite OC! = c une partie OB égale kh; je mène par le 
point O une droite quelconque OÀ=â; et la ligne OX, déter- 
minée en faisant passer une circonférence par les trob points 
A,B, €, résoudra le problème. 

Si Ton veut s'appuyer sur le tbéorème du wfi 296, on remar- 
quera que les deux moyens E» et c de la proportion 

a\h\\c\x 
sont les deux parties d'une corde , et les deux extrêmes a et a; 
les deux |>arties de l'antre. On tirera donc deux droites qui se 
croisent enO; on prendra sur l'une OB = ^ et C =c , et OA=:a 
sur l'antre ; puis on fera passer une circonférence par les trois 
points A, B, G, et OX sera la quatrième proportionnelle. 

300. On appelle projection d^une droite AB sur une autre ^Ig. i52. 
XY, la portion A'B' de cette seconde comprise entre les 
perpendiculaires abaissées sur elle des deux extrémités 
de la. première. D'oii l'on foit que dans un triangle rectangle 
cbaq«ie côté de l'angle droit est la projection de l'hypotbénnse 
sur sa direction. 

THiOEÂHB. 

30i» Si du sommet AdeFangle droit iPun triangle rectangle fi^^ ^sf. 
AB G on abaisse une perpendiculaire AI sur rhypothénuse , . 

l.o Cette perpendiculaire partagera le triangle en deux 
autres gui lui seront éguian^es, et qui le seront par consé- 
qucnt entre eux» 

2.0 EUe sera moyenne proportionnelle entre les deux 
segmens BI et IG de Pkjrpothénuse. 

3.0 Chaque côté de Fanf^e droit sera moyen proportionnel 
entre Phjrpothénuse et sa projection sur cette hypothénuse. 
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dfi Le carré de la longueur (32) de Fhypothénuse sera 
égal à la somme des carrés des longueurs des deux autres 
côtés. (Cette proposition est connue en géométrie sous le nom 
de théorème de Pythagore, du nom du philosophe qui Ta dé- 
couverte. ) 

5.0 Les carrés des longueurs des trois côtés seront pro^ 
portionnels aux longueurs des projections de ces côtés sur 
Vhypothénuse. 

En effet, 1.<> les triangles ÀBI et ABC sont équiangles : car 
ils sont rectangles l'un en I, l'autre en A; l'angle B leur est com- 
mun : donc le troisième angle BAI du premier est égal aa troi- 
sième angle G du second. 

On démontrerait de la même manière que les triangles AI G 
et ABC sont équiangles, et que par conséquent les deux triangles 
A IB et Aie jouissent de la même propriété [on le ferait voir 
directement en observant que leurs angles aigus ont leurs co- 
ta perpendiculaires (91)]. 

2.<' Les triangles AIB et AIC étant équiangles, leurs cotéis 
homologues BI et AI, AI et IG, sont proportionnels: ainsi ou 
a la proportion 

Bi: Ai:: Ai:ic, 

ce qui prouve que la perpendiculaire AI est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segmens BI et IG de Thypothénuse* 

3.<> Puisque les triangles AIB et AB G sont équiangles, leurs 
côtés homologues BI et AB, AB et BC , sont proportionnels : on 
a donc la proportion 

bi:ab::ab:bg (i). 

Les triangles AIG et ABG donnent de même, en comparant 
leurs cotés homologues, 

IG : AG : : AG : BC (2). 

Donc chaque coté AB ou AG de l'angle droit est moyen pro- 
portionnel entre l'hypothénuse B G et sa projection BI 6u IG 
sur cette hypothénuse. 

A.o Si l'on suppose que l'on ait mesuré (29) les trois côtés 
de notre triangle, ainsi que les segmens BI et IG de l'hypo- 
thénuse, et que les proportions (1) et (2) aient été établies 
entre les longueurs trouvées, on pourra, dans chacune, ^aler 
le produit des moyens à celui des extrêmes, ce qui donnera 



DIS LI0RB8 PKOPOBTIORiriLLBS. 127 

ïb'=bi.bc 

et AC*=IC.BC. 

Si l'on additionne ces deux ëgalitës membre à membre y et 
que dans l'addition des seconds membres on mette BG en fac- 
teur common des quantités qu'elle multiplie, on trouvera i 

ÏB*+ÂC*=(BI + IC).BC; 
mais BI + IG=:BG; donc on aura enfin : 

ÏB*+ IC*=: BC\ 
Ainsi le carré de la longueur de l'hypothënuse est égal à la 
somme des carrés des longueurs des deux antres côtés. 
5*^ Puisque nous venons de voir à l'instant que 

iB'=BI.BC, ic=CI.BC; 

et oomme d'aOleors 

BC*=:BC.BC, 
noi&s aurons évidemment la suite de rapports ^auz 

ab' : Bi.BC :: le* ; ci.bc :: bc* : bg*bg; 

car la raison de chaque rapport est l'unité. 

Divisant maintenant tous les conséquens par BG, ce qui re- 
▼lent à multiplier chaque rapport par ce nombre, il viendra 

il ' : B I : : le " : G I : : Bc * : B G , 

ce qui démontre que les carrés des longueurs des trois côtés 
sont proportionnels aux longueurs de leurs projections respec- 
tives BI, GI et BG , sur l'hypothénuse* 

302* GonoLLÂixB !• Il suit du principe 4.^ que, pour calcu" 
1er rhxpothénuse tTun triante rectangle , lorsque Von con" 
naît les longueurs des deux autres côtés ^ il faut additionner 
les carrés de ces longueurs j et extraire la racine carrée 
de leur somme* Si, par exemple, les deux cotés de l'angle 
droit avaient respectivement 3 mètres^t 4 mètres, on élèverait 
les deux nombres abstraits 3 et 4 au carré, ce qui donnerait 
9 et 16, et l'on extrairait la racine carrée de leur somme, 25« 
Cette racine est 5 : donc l'hjpothénuse a 5 mètres. 

303. Il suit encore du même principe que, si du carré de l'hy-i 
pothénnse (a) on retranche le carré d'un des côtés de l'angle 



(a) nèsormab, quand nous Toadrons parler du carré de la longueur d'une 
droite , du produit ou du quotient des longueurs de deux droites^ nous diront, 
pour abréger, le carré de cette droite, le produit ou le quotient de ces droites. 
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droit, le reste sera le carre de l'antre cote : donc, pour calculer 
un des côtés de Van^e droit d^un triaagle rectangle, on re~ 
tranchera du carré de Phypothénuse le carré du côté €S)n- 
nuy et Von extraira la racine carrée du reste. On trouyera 
ainsi qne dans un triangle rectangle dont l'hjpothënuse a 5 » 
et Ton des cotes 4 ™ , l'antre côté Tant 

V/25 — i6=V^9=5™. 

30ft« GoROLLiiRB II* Si d'nti point quelconque A d'une circon- 
férence on mène les deux cordes AB, AG, aux extrémités du dia- 
mètre BG, on formera un triangle rectangle ABG (144), auquel 
on pourra appliquer les principes 2.^ et 3.^: on en conclura donc 
que, 

1.0 La perpendiculaire abaissée d^un point quelconque 
de la circonférence sur un diamètre ^ est moyenne propor» 
tionnelle entre les deux segmens de ce diamètre, ce que nous 
ayions déjà démontré d'une autre manière (297); 

2.0 Que toute corde menée par P extrémité d^un diamètre 
est moyenne proportionnelle entre ce diamètre et sa projec- 
tion sur lui* 

305* GoROLLAiRB III* â$i^ des extrémités iPun même dia- 

Fïjç. <B4. mètre on tire différentes cordes AG, AD, BF. . . . . *, /^^ car'- 

rés de ces cordes seront proportionnels à leurs projections 

sur le diamètre» Il suit en effet du corollaire précédent que le 

N carré d^une corde est égal au produit de la projection de 

cette corde par le diamètre : ainsi 

AC*=AG'.AB,...AD*=All'.AB,...BF*=Br.AB; 
d'ailleurs Âït* =: AB • AB : donc 

Ic*:AC'. AB : : AD* :ad'. ab ; : bf' ; bf. ab : : âb*: ab. ab-, 

d'oii, en divisant tous les cooséquens par AB, 

Âc' : AG' :: îd' : ad^ :: bf* : bf' :: ab* : ab, 

ce qu'il fallait démontrer* 

THioaixB* 

FIg. 155. 306. Dans tout triangle le carré d^un côté quelconque AB 
est égal à la somme des carrés des deux autres AG e< BG , 
augmentée ou diminuée du double produit de Pun de ces 
deux côtés 'RCi par la projection Cl de P autre AC sur lui, 
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selon que Pangle G opposé au premier côté AB est ohtiis ou 
aigu* 

Eo efibt^ ponr projeter le c6të ÀG sur GB> nous abaisserons 
do point A une perpendiculaire AI sur GB; et cette pei*peuclicvi- 
laire tomliera à gauche ou à droite du point G, selon que 
l'angle G sera obtus ou aigu, sans quoi le triangle AI G aurait un 
angle obtus et un angle droit, ce qui est absurde* Gela posé , dans 
le triangle rectangle ABI nous avons (SOl^A.**): 

iB* = ÂÏ*+BÏ*. 

MaisBI=BGdbGI, suiyant que l'angle G est obtus ou aigu, 
or on démontre dans tous les traités d'algèbre que le carré de 
la somme ou de la différence de deox quantités est égal à la 
somme des carrés de ces quantités, augmentée ou diminuée de 
leur double produit : donc 

Bi=BC*+CÎ'±2BG.GL 
Substituant cette valeur de Bl' dans celle dé AB^, il viendra; 

ÂB*=ÏÎ*+BC* + CÎ*±2BC.GL 
Mais AI et G I sont les deux côtés de l'angle droit du triangle 
rectangle AGI: donc la somme de leurs carrés fait ÂC'; rempla- 
çant donc , dans l'égalîté précédente, AI* -f-^* par AG*, on 
aura enfin: 

AB*=AC"+BC*±2BC*GI; 

ce qui démontre le théorème énoncé : car le signe sux^rieur 
se rapporte, comme nous l'avons observé, au cas où l'angle G 
est obtus, et le signe inférieur à celui oik il est aigu« 

Bemarquons que, dans la figure 1d6, BI est égal à GI— 'BG, pig. ^56. 
et non pas à BG-^-GI; mais son carré n'en est pas moins 

CÏ*+BC*— 2GI.BC. 

307* GoROLLAiRB* Iiè théorème précédent montre que le carré 
d' un côté quelconque d'un triangle est plus grand ou plus petit 
que la somme des carrés des deux autres , selon que l'angle op- 
posé est obtus ou aigu» U suit de là, et en appliquant le prin/:ipe 
du n.o 122, que, 

1*0 Si le carré du plus grand côté d^un triangle surpasse la 
somme des carrés des deux autres, l'angle opposé sera obtus ; 

2.0 »S le carré du plus grand côté d'un triangjte est moindre 

9 
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i}ue la somme des carrés des deux autres y l'angle opposé 
sera aigu, et ainsi le triangle sera acutangle (194[)« 

Exemple. Les trois côtés d'an triangle valent respeetî ventent 
5", 7° et 8" : de quelle espèce est ce triangle? Le carré de 5 c«t 
25 1 celui de 7 est W ; leur somme 74 est plus grande que 64, 
qui est le carre du troisième côté : donc le triangle est acu- 
tangle* 

3.0 Si le carré du plus grand côté est égal à la somw^t^ 
des carrés des deux autres, \V angle opposé sera droit, et 
le triangle sera rectangle. Ainsi le triangle dont les trois cotés 
contiendraient respectivement 3 , 2| éi5 fois Tunité linéaire, se- 
rait rectangle* 

308. Cette propriété des nombres 3, 4^ 5, fournit, pour éle^ 
Fig. 157. ^^^ une perpendiculaire à l'extrémité A d'une droite AB, un 
moyen que l'on emploie fréquemment dans la géométrie pra- 
tique. Pour cela on porte une longueur arbitraire cinq fois sur 
AB ; puis des points 3 et A pris successivement pour centres, et 
avec les rayons respectifs A 5 et A4, on décrit deux arcs qui 
se coupent en G; joignant G A, cette droite résout le problènôe, 
puisque les trois côtés du triangle AG3 valent respectivement 
3, 4 et 5 fois une même longueur* 

Four appliquer commodément cette méthode au tracé des 
perpendiculaires sur le terrain , on réunit deux à deux par des 
nœuds trois cordons tels que les parties PQ, QR et RP com- 
prises entre chaque nœud et le suivant contiennent respectif 
vement trois, quatre et cinq fois une même longueur arbitraire, 
un mètre, par exemple* Alors, pour élever une perpendiculaire 
à l'extrémité d'une droite tracée sur le terrain, on tendra le 
côté 3 sur cette droite, en plaçant à son extrémité le nœud in- 
termédiaire entre les côtés 3 et 4, et en tirant fortement l'autre 
nœud , il ira se placer sur la perpendicidaire demandée* 

THÉO&ÂVB* 

Fig. «5. 309. Si Conjoint le sommet d'un angle A d'un triangle 
ABG avec le milieu du côté opposé BG, /a somme des car- 
rés des deux côtés de cet angle sera égale au double du 
carré de la droite kD de division, augmenté du double du 
carré de la moitié du troisième côté BC. 

Abaissons en edfet du sommet A la perpendiculaire AI aur la 
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base BC , ce qnî dëterminera les projections BI et IG des deux 
autres côtés A B et A G sur cette Jbase. Alors, d'après le théo- 
rème du iko 306, les triangles BDA et GDA nous donneront 
respectivement : 

iB'=Âl>*+BD* +2BD. DI, 

ÏC' = Âd' + CD* — . 2 GD . DL 

Mais CD = BD : ainsi, en ajoutant ces deux égalités membre 
â membre, nous aurons: 

ïî' + ÎC* =2ÂD* + 2BD*, 
ce qui démontre notre tbéorème. 

310. La somme des carrés des quatre côtés d'un quadri' 
latére quelconque k^QB est égale à la somme des carrés de Fîg. 158. 
ses diagonales augmentée du carré du double de la droite IK 
-qui joint leurs milieux. 

Joignons , en effet, le milieu 1 de l'une de ces diagonales 
a?ec les deux sonunets opposés B et G. Les deux triangles ABB • 
et AGD donneront respectivement : 

Âb" + BD* = 2 BÏ* + 2 AÎ" , 

CD'+AC" = 2C1* + 2IÏ% 
donc, en additionnani ces deux égalité membre à membre , il 
viendra : 

ÂB* + BD* + CD* + ÂC* =2 Bl* + 2?^* + ^ Âi\...Cl). 
Or, dans le triangle BIC, la droite IK va du sommet I au 
milieu du coté opposé BG ; nous aurons donc : 

BÏ" +rC* = 2ÏK* +2BK*, 
et par conséquent 

2BI* +2rc* = 4lÏK* +4BkV 

donc, en substituant dans l'égalité (I), il viendra: 

ÂB* + BD* + CD* + ÂC* = a IK* + 4b"K* + 4 II*. 
Mais 4 IK' est le carré de 2IK ; A BJL* est celui de. 2 B K , 

c^est-à-dire de BG , et, par la même raison, 4 Âî* = AD* t 
sious aurons donc enfin: 

ÂB* + BD* + CD* + le* =(2IK)* + BC* + rS* , 
ce qu'il fallait démontrer* 
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311. CoROLLÂTRB. Si le quadrilatère ABGD était an parallë- 
logramme , ses diagonales se couperaient en deux parties égales, 
de sorte que la droite qui joindrait leurs milieux serait nulle. 
On Yoit donc que dans tout parallélogramme la somme des 
carrés des côtés est égale à celle des carrés des diagonales^ 

ruioniun. 

T\g. 15». 512. Dans tout quadrilatère inscrit ABCD 2e produit 
des diagonales AC, BB, est égal à la somme des produits 
des côtés opposés AB et CD, AD et BG. 

Je fais au point BPangle ABI = CBD, et je forme ainsi les 
deux triangles ëqniangles ABI et CBD : car Pangle BAC est 
égal à B D C comme inscrits dans le même segment B A D C ; aînsî 
ils ont deux angles éganx chacun à chacun ; donc leurs côtés 
homologues sont proportionnels ; donc 

AB ;bd :: AI : cd-, 

d'où Ton tire, en égalant le produit des extrêmes à celui des 

• moyens: 

AB*CD=:AI-BB. 

Les triangles IBG et ABB sont aussi équiangles : car les 
* angles IBG et ABB sont composés de deux angles égaux cha- 

cun à chacun, et d'on angle commun IBB; donc ils sont ^aux. 
Be plus 1^ angles BGI et BBA sont égaux comme inscrits dans 
le même segment BGBA : donc on a la proportion 

Bc ;bb ::ci : ab; 

d'où l'on tire : 

BG% AB = GI«BB. 

A joutons cette égalité à la précédente, et il Tiendra, en met- 
tant BB en focteur commun: 

AB.CB+BG.AB=(AI + CI)BB=AG.BB, 

ce qu'il foUait démontrer. 

PHOBLÂKS. 

FIg. 1 60 31 5. Etant données les cordes de deux arcs C A' A et G B*B, 
et «61. calculer les cordes de la somme et de la différence de ces 
arcs, connaissant d^ ailleurs le rayon* 

Nous observerons d'abord que lorsque l'on connaît le rayon 
dNine circonférence, et la corde C A d'un arc quelconque CA'A, 
il est fecUe de calcider la distance OB de cette corde au centre: 



9 



^ 
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car celle distance est un coté d'mi triangle rectangle OGD, dont 
lliypotbtfniise OG est le rayon, et dont Fautre coté G D est la 
moitié de la corde (102) ; on anra donc (303) : 

0D=: /ÔC — CD*= l/ôË«— :5 ; 

4 

ÀG — 

car GB= — ;ou, en réduisant l'entier OG* au même déno« 

2 

nûnatenr qoe h fraction qui Faccompagne > 

4 a * * 

On terra de même que 



^« »^«0G*— BC' 
0F= ^ 

Gelaposë^nouspourrons regarder comme connuesles distances 
CD et OF des deux cordes AGetBG au centre-, nous contiendrons 
de représenter les arcs GÂ'À et G B'B respectivement par «c et jS , • 
les longueurs de leurs cordes par À et B, les distances CD et OF 
de ces cordes-an centre par a et &, et le rayon par R; 

1.0 AB est la corde qui sons-tend la somme des deux arcs Fîg. 160l 
CA'A et GB'B; or, si Pon joint DF, cette droite sera parallèle à 
AB (279) : donc lei deux triangles CDFet G ABeontéquiangles, 
et par conséquent 

gd:ga::df:ab. 

Or GD est la moitié de GA : donc DF est la moitié de AB; 
ainsi DF _S2!lÇ!L±j!} . Hais le quadrilatèiv ODCF est ins- 

criptiUe, puisque ses angles D et F sont droits; donc on a»* 
ra (312) 

OG.FD=CD«OF+CF.OD, 

ou» ce qui retient au même : 

^^ carf(^+g)^A.^ B.^ 

Multipliant tous les termes de cette égalité par 2 , puis»divi- 
santpar B> on aura enfin: 

ce qui nous apprend que , pour calculer la corde qui sous'^ 
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tend la somme de deux arcs^ il faut disdser par le rayon 
la somme des produits que Von trouve en multipliant chaque 
corde par la distance de Pautre au centre* 
Flg. iOl. 2.0 ÀB est la corde quisous-tend la différence des deux arcs 
G A'À et GB'B; et l'on verra , comme tout à l'heure, que la droite 

DF est la moitié de cette corde; qu'ainsi DF= ^ -• 

Gela posé, le quadrilatère ODFG est aussi inscriptible 0^^) .• 
cartes angles D et F sont droits; on aura donc : 

OC .DF+ FC.OD = CD.OF; 
d'où l'on tire aisément : 

OG.DF=GD.OF— FG-OD, 

ce qui revient à 

cord(*— ^)_A . B 

d'où, en doublant tout les termes, et divisant ensuite par R : 

• j, *^ A«o— B«fl 

cord(ct— g)= g , 

ce qui montre que , pour calculer la corde qui sous~tend 
la différence de deux arcs^ il faut diviser par le rayon la 
différence des produits que Von obtient en multipliant 
chaque corde par la distance de Vautre au centre (a). 

(a) Eemarquons <iae, si Ton représente par c et par y les moitiés des arcs 
cb et /3 , leflfoaiiule9(1)et(2)reviennent aux formules Irigonométiiqi^es connues 

R8in(«+7)s=sInxco87 -r éaxco^y 
llsln(x— /)== sin xcos^— sinx cos^. 
Si maintenant on veut avoir les valeurs de cos {x+y) et de cos (x— ^), on 
observera que le cosinus d*an arc étant le sinus de son complément, il n'y 
aura qu'à élever au point O la perpendiculaire OI' sur le rayon GB\ et il ne 
s'agira plus que d'avoir le sinus de A'I'. Hais cet arc k*V est ladifTérence 
des deux arcs CA' et CI' : donc son sinus est la moitié de la corde qui sou»- 
lend le double de cette difTérence, c*est-à-<]ire l'arc Al, obtenu en abaissant 
€GI perpendiculairement sur OI' : ee sinus est donc égal à DG, moitié de 
la corde AI. Or dans le quadrilatère 06DG on a 
(Fig.160).....OG-GD + DG«GO=rGG«OD 
(Fig.16i).....0G«GD«0D«GG + GD«0G 
équations qui reviennent à 

R»coi(x-*^) + sinxsiny SI cosxcos^, ouR«cos(x +7)=co»xco8/— «inxiîn/, 
B«co5(x— 9')=5Cosxcosj'+8inxsln>'. ^ 

Ainsi les formules qui font connaître les sinus et cosinus de la somme et de 
la différence des deux arcs se trouvent démontréet Irèsf-iimplemeiit , çuei/e 
que ëoit la grandeur deë arcê x et y. 
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PHOBLÈMB. 

31 A« TYouver une moyenne proportionnelle entre deux 
droites données a et h* 

Noos pouvons, pour résoudre œ problème, nous appuyer 

sar les propositions démontrées aux rJ^ 304, \fi et 2.o, et 294I. 

Si Ton veut employer la première , on observera que la droite 

demandëe sera la perpendîcalaire abaissée d'an des points de 

la circonférence sur le diamètre , et que a et & seront les deux 

segmens de ce diamètre. En conséquence, on portera les dem 

droites données a et 2r à la suite l'une de l'autre de A en et F<& 'O^* 

de O en B ^ on décrira une demi-circonférence sur AB, comme 

diamètre 9 et l'on élètera au point la perpendiculaire OX sur 

AB* Cette droite OX résoudra le problème* 

Veotr-on s'appuyer sur la propriété de la corde (304, i**), on 
dira t lia droite demanda sera la corde; la plus grande, a, des 
deux droites données, sera le diamètre; et l'antre, &, sera la 
projection de cette corde sur- ce diamètre* En conséquence on 
prendra snr une droite indéfinie deux parties OA = a et 0B'= h; 
sur OA, comme diamètre, on décrira une demî-cîrconférence^ on 
élèvera au point B' une perpendiculaire B'X' sur OA, et la corde 
O X' sera la moyenne proportionnelle demandée. 

Enfin, si l'on yeut faire usage de la propriété de la tan- » 

^ente C^A), on dira : La droite demandée doit être la tangente, 
a la sécante, et & sa partie extérieure (on suppose a^h\ On 
prendra donc sur une droite OA=a une partie 0B=&; on 
fera passer une circonférence par les deux points A et B ; et en. 
menant la tangente OX à cette circonférence (158 et 161), le 
problème sera résolu* 

315* Les mêmes propositions (304, l.^et 2.0; 294) fournissent 
de nouveaux moyens de tronter une troisième proportionnelle 
à denz lignes données aeXh^ moyens qui sont utiles dans un 
grand nombre de cas* 

Pîous cbercbons one droite x , telle que l'on ait : 

a\h\\h\x. 
Ainsi h doit être une moyenne proportionnelle entre a et x* 
Il suit de là, 1*0 qu'on.peat regarder (294) h comme une tan- 
gente, et l'une des deux droites a et j? comme une sécante dont 
la partie extérieure serait l'autre droite. En conséquence on 
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Fig. 168. tirera SOUS un angle quelconque deux droites 0A= a y 0B=:^, 
et Foû d^rim une circonférence qui touche.OB en B, et qui 
passe par le point A (116) i OX sera la troisième proportion- 
selle démandëè ; 

2fi Que b pent être la perpendienlaire abaissée du sommet 
de Pangle droit d'an triangla rectangle sur l'hypothënuse, et 
a et a? seront les deux segmens de cette hypothénuse. Ainsi l'on 

Fig. 164. prendra sur une droite indéfinie une partie OA=tf ; on âè^era 
au point une perpendiculaire OB = fr ; on joindra AB , et4'on 
mènera BX perpendiculaire sur AB : OX résoudra le problème. 
Sfi Enfin on peut regarder b comme une corde dont x serait la 
projection sur le diamètre tf , si a > &, et dont a serait au con- 
traire la projection sur le diamètre ce, si a -^ >• 

Fig. i 65. Dans le premier cas on décrira sur OA == a, comme diamètre, 
une demi-circonférence; on mènera une corde 0B.=&, et Fou 
abaissera de B la perpendiculaire BX sur le diamètre. 

Fig. 164. Dans le second cas on élèfera à l'extrémité d'une droite 
OA = a une perpendiculaire que l'on coupera par un arc décrit 
de A comme centre, aTcc b pour rayon; on joindra AB^ et l'on 
tirera BX perpendiculairement i cette droite. Dans les deux cas 
OX résoudra le problème» 

PaOBLiMB. 

F%. 166. 316. Partager une droite donnée AB en moyenne et ex* 
trême raison ^ c'est-à-dire en deux segmens tels que l'un 
d'eux soit moyen proportionnel entre la droite donnée et l'autre 
segment* Le segment qui doit être moyen proportionnel est 
évidemment le plus grand. 

Supposons que la droite A B soit divisée au point X en moyenne 
et extrême raison, et que AX soit le plus grand des deux seg* 
mens; on aura donc s 

AB : AX ; : AX : BX. 

Gomme cette proportion contient deux inconnues AX et BX, il 
feut tâcher d'en faire éyanouir une. Pour cela nous lui applique- 
rons ce principe d'arithmétique , que dans toute proportion la 
somme des deux premiers termes est à celle des deux derniers 
comme le premier est au troisième, et il viendra : 

ab+ax:ab:;ab:ax: 

car AB = AX-f-BX« Or, si l'on regarde cette proportion 
comme résultant du théorème du n.o 294, AB sera la tenante, 






I • 
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A B + kX la sécante , et AX sa jMirtîe eitërieure ; de sorte que 
AB sera égal à la parlie intérieure de cette sécante , ce qui 
Mva KcD si le diamètre est égal à A B , et que la sécante passe par 
le ceotrc Kn conséquence, à Pextrémité B de AB on élèvera 
une perpendicnlaire BO égale à la moitié de cette droite; du 
poîoe O comme centre, afec le rayon OB, on décrira une cir- 
conférence qoî sera ainsi tangente à AB, et Ton mènera une 
sécante par les points Act 0; rabattant enfin AC sur AB, le pro- 
blème sera résoin* 

Sî Ton vent démontrer celte construction à posterioriy on 
dira : I#a tangente AB est moyenne proportionnelle entre la sé- 
cante AD et sa partie extérieure AC; ainsi 

ad:ab::ab:ac (i): 

d'où 9 dividende : 

AB— ab: AB— AC :: ab : ac. 

Or, pmsqne AB=:CD, et que AC=AX, on voit que 
AD— AB = AC=A^,ctqueAB— AC=BX5onauradonc, 

en remplaçant : 

ax:bx:;ab:ax, 

ou^ en mettant les extrêmes à la place des moyens : 

ab:ax::ax:bx, 

proportion qui prouve que AB est divisée au point X en moyenne 
et extrême raison» 

317. ScHOLii» Si dans la proportion (1) on remplace AB par 
«on égale €D, il viendra : 

ad:cd::gd;ac. 

Ainsi la sécante AD est aussi divisée au point G en moyenne 
et extrême raison* 

Cette remarque fournit le moyen de retrouver la droite qui 
a été partegée en moyenne et extrême raison, lorsque l'on con- 
naît le plus grand de ses deux segmens. Il suffit, pour cela , 
d'efiectuer la construction nécessaire pour parte^er ce segment 
lui-même en moyenne et extrême raison; et la sécante résout 
le problème* 

Bemarquons encore que si l'on voulait partager AX en 
moyenne et extrême raison, il n'y aurait qu'à porter BXsur AX* 
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PROBLÂMB. 

31 8« Décrire une circonférence qui touche une droite 
F!g. 167. donnée AB, et passe en outre par deux points donnés G et D* 

Supposons le problème résola , et soit B le point où la cir- 
conférence demandëe touche la droite AB. Il est clair que si l'on 
connaissait ce point, la circonférence serait déterminée C^9)« 
Or, si nous prolongeons G D jusqu'à sa rencontre avec ÀB en A, 
la tangente AB sera moyenne proportionnelle entre la sécante 
AD et sa partie extérieure AG : donc, en cherchant cette moyenne 
proportionnelle, et la portant sur AB, on déterminera le point 
de contact B* Gomme il n'y a pas de raison pour la porter 
d*un côté de A plutôt que de l'autre, on prendra aussi AB' égale 
à la moyenne proportionnelle , et en faisant passer une pre- 
mière circonférence par B, G et D, et une seconde par B', G 
et D, on obtiendra deux solutions du problème* 

Geci suppose la réciproque d« théorème du n.o 294; mais 
il est facile de la démontrer en suivant la règle du n,o 59 : ainsi 
nous ne nous y arrêterons pas. 

Si la droite G D était parallèle à A B, la construction précédente 
serait impossible; mais on observerait qu'en vertu du théorème 
du n.<^ 117, la perpendiculaire élevée sur le milieu de GD irait 
passer au point de contact , et le déterminerait ainsi. 

PROBLÂMB. 

319. Décrire une circonférence quij passant par deur 
Tîg, 168. points donnés A et B, soit en outre tangente à une circon~ 
Jérence donnée 0. 

Je décris une circonférence qui passe par les deux points 
donnés A et B, et qui coupe la circonférence en deux points 
G et D. Alors, si du point de section F des deux cordes AB et 
G D je mène une tangente à la circonférence , le point T où 
elle la touchera sera précisément le point de contact de cette 
circonférence avec celle que l'on demande : car le carré de cette 
tangente, étant égal au produit FG • FD, le sera aussi au pro- 
duit FA* FB; et ainsi la circonférence qui passera par les trois 
points A, B, T, touchera la droite FT, et par conséquent la 
circonférence au point T. 

Le problème aura donc deux solutions, puisque du point F 
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»n pourra toujours mener deux tangeotesà la circonfërence 0^ 
I moins que Fun des points donnés ne soit intérieur à cette cir«> 
x>Dfërencey et que l'autre ne lui soit extérieur: alors le problème 
leraît impossible. Nous observerons toutefois que si la droite AB 
îialt tangente à la circonférence donnée, l'un des points de . 
Dontact se trouyerait sur cette droite, de sorte que la circonfé- 
rence tangente en ce point se réduirait à la droite AB elle- 
même C^71). 

Si la perpendUculaire abaissée du centre sur AB passait par 
le milieu de cette droite, les deux cordes AB etCD couperaient 
alors cette droite à angles droits (103, 166), et seraient ainsi 
parallèles : donc les tangentes FT et FT' leur seraient parallèles, 
et les points de contact T 6t T' se trouveraient précisément aux 
intersections de la circonférence avec la perpendiculaire dont 
il s'agît. 

TKOBLillB. 

320. JPar un point O donné sur le plan d*un angle BAC, Vîff* ^^^ 
mener une sécante telle que les deux parties comprises cH70. 
entre ce point et les côtés AB et AG soient proportionnelles 
à deux lignes données p et q^ 

Supposons le problème résolu, et soit OCB la sécante de- 
mandée» On aura donc : 

OB:oc;:p:^. 

Or y si Ton mène par le point O , OD parallèle à AC jusqu'à 
la rencontre de BA, prolongée s'il est nécessaire, on aura pa- 
reillement (277) : 

bd: ad::bo:go; 

Donc y à cause du rapport commun , 

BD:AD::p:y. 

Ainsi la ligne inconnue BD est une quatrième proportion- 
nelle aux trois droites connues ^^ p et AD* On cherchera donc * 
celte quatrième proportionnelle, en exécutant la construction 
indiquée sur la figure; et en faisant passer une sécante par son 
extrémité B et par le point , le problème sera résolu. 

Ce problème trouverait son application dans l'architecture, si 'b* ^70* 
Fou voulait faire sur l'angle BAC d'un mur un pan coupé, et 
qu'une porte, dont la position serait déterminée par suite de 
quelque convenance, dût se trouver au milieu de ce pan. Il suF- 
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firait alors de mener par le mSîea de l'ouverture de la porte 
une sécante qoi fût dirisëe en ce point endenz parties égales. 

FEOBIiàMB* ^ 

1%. iiu 321. Trouver sur un côté BC (Tun trianf^ un point tel 
que ses distances aux extrémités de ce côté soient propor- 
îionnelles aux côtés adjacens* 

Il peat se présenter deox cas, selon qne le point demandé 
deyra se trouver sur le côté BG ou sur son prolongement» 

Premier cas» En appliquant la méthode du nfi 281 y nous 
serons conduits à prolonger AG d'une quantité AD=:AB, à joindre 
BD, et à mener par le point À une parallèle AI à cette droite. 
Le point I résoudra le problème. 

Si nous remarquons que l'angle DBA =BAI, et que BDA = lAG 
(86, 1 •<> et 3.0) ; que, de plus, l'angle DBA est égal à B DA , puis- , 
que le triangle BAD est isocèle (196), on en conclura que la 
droite AI divise l'angle BAG en deux parties égales: donc, pow 
partager un côté d^un triante en parties proportionnelles 
aux côtés adjacens , il suffit de dv^iser^ V angle opposé en 
deux parties égales. 

Second cas» Puisque dans notre figure AG>>AB, le point 
demandé doit se trouver sur le prolongement de GB : ainsi on 
reportera AB sur AG de A en D'» on joindra D'B, et on lui 
mènera la parallèle Aï. 

On verrait facilement que la droite kl! partage en deux par- 
ties égales le supplément DAB de l'angle BAG. Les deux droites 
AI et AI' se coupent donc à angle droit, puisque le double de 
l'A I vaut deux droits. 

322. ScHOLiB. Il serait fisicile de démontrer directement, on 
par la règle du n.o 59, que toute droite qui divise un an^ 

, intérieur ou extérieur d^un triangjLe en deux parties égales, 
coupe le côté opposé en un point dont les distances aux 
extrémités de ce côté sont proportionnelles aux côtés adr 
jacens* 

PROBIiiMB. 

323. Trouver le lieu géométrique de tous les points dont 
les distances à deux points fixes G a£ B soient proportion- 
nelles à deux droites données p et q. 
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KoQB aurons Sabord un point I du lied demandé en port»- 
çeant la droite GB en parties proportionnelles à ;? et à ^, ce 
qui est fiicile. H existe encore nn second point de ce lieu sur le 
prolongement de GB, â gauche de B : car p^q* Appelons ce 
point incoDOo I ', et nons devrons aroir la proportion 

rciKB::;!:^, 

qcn oonfîent deux inconnues ; mais la dilKresce l'C— I'B:=GB; 
auBÎy dividende ^ nons aurons : 

cB:rc::p— y:p. 

TC est donc tme quatrième proportionnelle aux trois lignes 
conTmes p— ^,petCB: donc il sera facile de déterminer le 
point r par la construction indiquée sur la figure^ où GP=p^ 

Cîela poeë, si l'on joint un quelconque À des points dn lieu 
géométrique demandé avec les points B et G , il suit du rxfi 322 
que \e& Aroîtes qui diviseront l'angle A et son supplément en 
deux parles é^les, iront passer respectivement aux points I et I' : 
car elles couperont BG en deux points dont les distances aux 
points € et B seront proportionnelles aux côtés adjacens G A'et 
AB, et par conséquent aux lignes p et f • Hais ces droites se cou- 
peront à angle droit : donc leur point de section A est sur la cir^ 
eonférence décrite sur II' conmie diamètre (154) jet, comme ce 
point A est un quelconque des points dont les distances aux points 
G et B sont dans le rapport p\q^îX s'ensuit que cette ciroour 
:fêreiice est le lieu géométrique de tous ces points. 
Il sera maintenant facile de résoudre cet autre problème : 
Trouver un point dont les distances aux trois sommets 
A, By G d'un triangle soient proportionnelles à trois droites 
données p , q, r* 

"Nous ohseryerona seulement que dans le cas oîi le point de- 
mandé êevrait être équîdistant des trois sommets A, B, G, les 
deux solutions se réduiraient à une seule, qui serait le centre 
du cercle circonscrit an triangle (99). 
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CHAPIT&E IIL 

DES FIGURES SEMBLABLES. 

32A* Deux figures sont sbicblables lorsqv^on peut les pla- 
cer de telle sorte qu^en menant par un même point dej 
droites aux différens points des deux lignes qui les ter' 
minent y les bjltors tbctxu&s (c'est aiasi que Ton appelle ces 
droites) dont les directions coïncident, soient proportion* 
nels» 

Les lignes qui terminent les deux figures sont aussi dites 
semblables, 
Fig. 172. Ainsi, supposons que Ton ait transporte la figure abc k en 
A'B'G'K', et qu'en tirant par un certain point les droites quel- 
conques OA, OB^OG qui rencontrent la courbe A'B'CÏ' 

aux points respectifs A', B', C\ K' on ait la suite de rap- 
ports égaux 

OA ; OA : : OB ; ob' : : o c : o c : : etc. , 

la figure et la ligne abck seront semblables à la figure et à la 
ligne ABCK. 

L'origine commune de tous les rayons vecteurs se nomme 
le centre de similitude des deux figures ou des deux ligues 
ABCK, A'B'G'K',.et les rayons vecteurs dont les directions coïn- 
cident sont dits homologues* Tels sont OA et OA. 

325. Si, en ramenant la figure A*B'G'K' à sa position primi- 
tive abck, le point O ya se placer en o, on dit que ces poîntsO 
et o sont les centres de similitude de ABGR et de abck* 

Si les rayons homologues sont parallèles et dirigés dans le 
même sens , les deux figures sont alors semblables et semblable 
ment placées. Sinon , elles sont simplement semblables. 

Il est évident que les rayons vecteurs de Tune des deux lignes 
font entre eux les mêmes angles que les rayons vecteurs homo- 
logues de l'autre, c'est-ià-dire que ceux auxquels ik sont propor- 
tionnels. 

326. Il suit de là que pour construire une ligne semblable à 
une autre ABGK, on mènera d'un point quelconque des 
rayons vecteurs à des points A, B, G. de celle-ci, d'au* 
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tant plus rapprochés que l'on yondra plus d'exactitude; puis on 

tirera par un point quelconque o des droites oa,ôb, oc 

telles qœ les angles formes par la première arec toutes les autres 
soient respecti?ement égaux à ceux que OA foit avec OB, OC. . • 
Prenant ensuite sur ces droites des distances oa , oh, oc. . . . • pro- 
porlîoDnelIes àOA, OB, OG. . . • et unissant les points a, ^,c.* . •-• 
par on trait continu, le problème sera résolu. 

Tel est précisément le moyen que Ton a employé pour oon- 
naître la nature de l'orbite du soleil. 

Concevons /en efifet , que l'on mène un plan par l'œil d'un ob- 
lervateur et par le centre du soleil : ce plan coupera la surfoce 
de cet astre suivant une circonfërencede cercle, et l'angle formé 
par les rayons visuels tangens à cette circonférence sera le 
diamètre apparent du soleil. Or c'est une règle d'optique, que 
les angf.es visuels sous lesquels on aperçoit un même objet 
très ^ petit ou très -éloigné sont réciproques à sa distance. 
Si donc on observe tous les jours de l'année le diamètre apparent 
du soleil , on pourra en déduire les rapports qu'ont entre elles 
les distances correspondantes de cet astre à la terre. Ainsi, par 
exemple, les diamètres apparens du soleil étaient, le 22 mars et 
le 22/uin 1807, respectivement (Ç59512 et 0^58383: donc les 
distances de cet astre à la terre étaient alors dans le rapport de 
58383 à 59512, de sorte qu'en prenant là première de ces dis- 
tances pour unité, la seconde valait 1,019. Cela posé^ à partir 
d'un point donné qui représente le lieu de l'observateur, menons 
sur un plan une suite de rayons vecteurs qui fassent entre eux 
des angles respectivement égaux aux angles diurnes que déerit la 
droite tirée de l'observateur au centre du soleil , et qui représen- 
teront ainsi les rayons visuels menés cbaque jour à ce centre. 
Portons sur leur direction, à partir du point fixe , les distances 
correspondantes du soleil à l'observateur, calculées en prenant 
une d'elles pour unité, et les points déterminés de cette manière 
indiqueront pour chaque jour le lieu du soleil, de sorte que la 
courbe qui les unira sera semblable à l'orbite de cet astre. 

327. Lorsque deux figures kim%.etahch sont semblables^ 
on peut prendre pour centre de similitude de Vune tel point 
que Ton veut de son plan, et il y aura toujours pour Vautre 
tin centre correspondant de similiiudfin 
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Puisque les deux figures so&t sembiaUes, ou peut placer a hck 
en À'B'G'K' de telle manière qu'en tirant d'un certain point O 

des droites quelconques OÀ, OB, OC • qui coupent la fr> 

gure A'B'C'K' aux points respectifs A', B', €' on ait s 

OÀ;OA'::OB:OB'::etc. 

et o est alors leur centre commun de similitude. Gela pose, pre- 
nons sur le plan des deux figures un point arbitraire F, et joi- 
gnons FO , FA, F B menons Al parallèle à FA, et tirons IB'; 

on aura (277) : 

of:oi::oa:oa'; 
mais oa:oa'::ob:ob'5 

donc of:oi::ob:ob'; 

donc IB' est parallèle à FB (279> Par la même raison IG' est 
parallèle à FG, et ainsi de suite : donc, si par tous ]es points 

A',B', G' on mène les parallèles A'A", B'B", C'G" 

à FI, ces droites lui seront égales (224), et la figure A"B "G'JL" 
ne sera autre chose que A'B'G'K' transportée parallèlement à 
elle-même. Mais, comme les triangles FOA et 10 A', FOB et 

lOB' sont équiangles, leurs cotés homologues sont pro-- 

portionnels (286) , et Fou a ainsi ]es proportions 

of:oi::fa:ia'oufa", 
of:oi::fb:ib'oufb", 

etc» : 
donc FA : FA" : : FB ; FB" : : etc.; 

donc le point F est aussi un centre de similitude des deux figures 
ABGK et A"B"G"K" (324> 

528. ScHOLiB. Remarquons que le point F aurait pu être pris 
sur l'une des deux figures, ABGK, par exemple. Dans ce cas le 
point l eût été un point du périmètre de la seconde : car il divise 
OF dans le rapport de OA à OA', de sorte qu'en transportant la 
figure A'B'G'K' en A"B"G"K", le point I aurait été se placer 
en F : donc I eôt été le centre de similitude de A'B'G'K' cor- 
respondant au centre F de ABGK. 

Bemarquons encore que , quel que soit le centre de simili- 
tude que l'on choisisse , le rapport des rayons vecteurs homo- 
logues, c'est-à-dire le rapport de similitude, sera toujours le 
même : car FA : FA" : : OA : OA'. 

329. Avant d'aller plus loin , nous observerons que deux^ 
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lignes droites quelconques ABe/ CD sont semblables: car, si Vig- 17S. 
l'on joint un point arbitraire avec les extrémités de AB, on 
pourra toujoors inscrire dans le triangle OAB, parallèlement au 
côté AB, une droite CD' = CD, et cette droite coupera en par- 
ties proportionnelles toutes les lignes menées du point à AB 
(288). 

330. Dans deux circonférences différentes les arcs A^B ïîg. i74. 
et A'M'B', les secteurs OAMB e< O'A'M'B' (on ap^We secteur la 
portion d'un cercle comprise entre un arc et les deox rayons 
menés aux extrémités de cet arc) et les segmens AMBA et 
A'M'B'A- (on segment est la portion d'un cercle comprise entre 
an arc et sa corde) qui correspondent à des angles au centre 
égaux" ^ sont semblables : car, en faisant coïncider ces deux 
angles, on reconnaît immédiatement que les rayons du plus 
grand des deux arcs, et les droites menées de son centre à sa 
corde, sont coupés en parties proportionnelles respectivement 
par le plus petit arc et par sa corde. 

On peut conclure de là que deux circonférences sont sem-* 
hlables, mais il est facile aussi de le démontrer à priori* 

Il suit en effet du lu^ 290 que les droites qui , comme AA' 

oo AA.'\ joignent les extrémités de deux rayons parallèles , 

et dirigés dans le même sens ou en sens contraires , vont 

concourir en un même point G ou G' sur la droite 00', qui 

joint les centres. Or \e dis que ces points G et G' sont chacun 

un centre de similitude commun aux deux circonférences : car, si, 

par le point G, on mène un rayon vecteur quelconque CB'B, et 

que l'on joigne OB et OB', ces deux lignes seront parallèles, 

sans quoi , en menant par le centre le rayon 1 parallèle à O'B', 

et joignant IB', cette droite devrait aller passer par le point G, 

ce qui est absurde (8). Les triangles OGB et O'GB' sont donc 

équiangles : donc le rapport de GB à GB' est le même que celui 

de OB à O'B', et est par conséquent constant 

Donc deox circonférences sont deux courbes semblables qui 
ont deux centres communs de similitude. 

331 • GoBOLLAiAB. Il suit de ce que nous venons d'établir, 
qu'une tangente commune à deux circonférences va passer par 
l'un de leurs centres de similitude , et qu'ainsi, pour mener une 
tangente commune à deux cercles, il n'y aura qu'à chercher les 
centres de similitude interne et externe G' et G, et mener de 

10 



t46 HBS FIGURES 8BHBLABI.E8. 

chacun de ces points deux tangentes à l'une de ces circonfé- 
rences. 

Pour déterminer les centres de similitude C et G' le plus exac- 
tement possible, on aura soin de mener le rayon Oi. très- près de 
OT, ce qui est facile : car, en disposant une règle tangentieTle- 
ment aux deux circonférences, on voit à peu près où doit se trou- 
ver le point de contact. De cette manière la droite A A' est moins 
oblique Bur 00'. 

Remarquons qoe ce moyen de déterminer les tangentes ex- 
ternes pourrait devenir impraticable si les rayons des deux cir- 
conférences étaient presque égaux : car alors le centre de simili- 
tude C serait très-éloigué de O'. On aurait alors recours à la 
méthode du n.o 292, ou mieux encore au procédé du n.o 164* 

THéon&iiE. 

332. Si deuœjigures sont semblables, et que Vune soit rec^ 
tiligne^ l'autre le sera aussi ; elles auront chacune le même 
nombre d* angles et de côtés; leurs angles seront égaux cha^ 
cun à chacun , et leurs côtés homologues (ceux qui sont adja- 
cens à des angles égaux ) seront proportionnels» 

Puisque les deux figures sont semblables , on pourra les placer 
rig. 175. de manière qu'elles aient un même centre de similitude O. Joi- 
gnons maintenant ce point aux sommets A, B, G de la 

figure rectiligne, et soient A',B', G' les points où les droites 

de jonction rencontrent le périmètre de la seconde figure. Si Ton 
tire AV, on verra que cette droite, étant parallèle à AB (279), 
coupe en parties proportionnelles à OA et à OA' toutes les droites 
menées de à AB (288); mais la portion du périmètre de la se- 
conde figure qui est comprise entre OA' et OB', jouit de la même 
propriété : donc elle coTncide avec A'B'; donc â chaque côté du 
polygone ABGDE, correspond un côté de la seconde figure, qui 
est ainsi un polygone. En second lieu , les angles des deux figures 
seront égaux cbacun à chacun comme ayant les côtés parallèles 
et dirigés dans le même sens. Enfin leurs côtés homologues se^ 
ront proportionnels : car, comme deux triangles équiangles 
jouissent de cette propriété, le rapport de AB à A'B' est le même 
que celui de OA à OA', et est par conséquent constant 

335. ScHOLiB. Remarquons que Fon aurait pu prendre pour 
centre de similitade l'un quelconque des sommets du polygone 
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ABCDE , et qu'alors le centre de similitude du second eût été le 
sommet homologue de ce second polygone. 

Si le centre de similitude du premier polygone eut été placé 
en I sur un cote quelconque AB , le centre de similitude du se- 
cond anrait divise le côté homologue a b dans le rapport de AI 
àBL 

Enfin, ftîle centre de similitude du polygone ABC DE est un 

point quelconque de son plan^ on obtiendra celui du second 

en construisant sur an quelconque de ses côtés ab un triangle 

ëquiangle au triangle OAB, qui a pour base le côté homologue 

de ABCDE. 

33^. Il suit delà que, dans deua: polygones semblables , les 
côtés et les diagonales homologues sont proportionnels» 

33S>. Réciproquement, deux polygones sont semblables lors^ 
qu'ils ont leurs angles égaux chacun à chacun y 9avoiTiA= a y 

B = b , C =c et leurs côtés homologues proportionnels^ 

de aorte que Ton ait : 

AB: ab::BC:bc: CD: cdy. eic. 

D'un point quelconque 0, menons des droites à tous les sommets 
du polygone ABGDE; prenons ensuite sur le rayon vecteur OA 
une distance OA', quatrième proportionnelle à deux côtés homo- 
logues quelconques A B, ^ ^ , des deux poly gpnes et à O A ; et tirons 
A'B* parallèle à AB: cette droite sera égale k ab; car, les tri- 
angles OAB, OA'B' étant éqniangles, on a: 

ab:a'b'::oa:oa'. 

Mais, par construction, 

AB: ab ::0A:0A': 

donc , puisque ces deux proportions ont trois termes correspoSH 
dans ^gaux , leurs quatrièmes termes A'B' etab sont égaux* Par 
le point B', menons de mêmeB'C, parallèle à BG, et par consé- 
quemt égale a bc; puis G'JD', parallèle à GD, et par conséquent 
égales à cd, etc. Le polygone. A'B'C'D'E' aiasi formé aura ses 
côtés égaux chacun à chacun à ceux de abcde ; ces deux poly- 
gones sont d'ailleurs équiangles comme l'étant tous deux à 
ABGDE: donc ils sont égaux (262). Mais^'B'G'O'E' est sem- 
blable à ABCDE (324) : donc a^cd!e lui est aussi semblable. 
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356. ScHOLiE. Remarquons qu'il suffit, pour que les deux po- 
lygones ABC DE et ahcde soient semblables, qu'ils aient tou» 
leurs côle's moins un proportionnels, et les angles compris égaux 
chacun à chacun; ou que tous leurs angles moins un soient égaux 
chacun à chacun, et que les côtés intermédiaires soient propor^ 
tionnels : car alors les deux polygones abc de et A'B'C'O'E' 
seront égaux (262 et 263), et le dernier est toujours semblable 
à ABGDE. 

3o7. CoROLLii&i* 1.^ Tous les carrés sont semblables ^ 
2fi deux losanges qui ont un angle égal; 3.^ ileux rectangles 
dont deujc côtés adjacens sont proportionnels ; 4.^ deu^jc 
parallélogrammes qui ont un angle égal compris entre côtés 
proportionnels sont semblables» 

358. On peut remarquer que la similitude de ces quadri- 
latères résulte immédiatement de la définition des figure» 
semblables: car, si l'on considère, par exemple, deux parallélo- 
grammes qui ont un angle égal compris entre cotés proportion- 
nels , on pourra placer les deux angles égaux l'un sur l'autre , de 
manière que leurs côtés homologues soient dans la même direo 
Fig. i 76. tion. Alors tout rayon vecteur qui, parti de A, coupera B'G', sera 

AB 
divisé par cette ligne dans le rapport j-rr, (288) 5 et tout rayon 

vecteur qui, parti de A, coupera G'D*, sera divisé par cette ligne 

dans le rapport T-=r;;*<naîs ce rapport est égal à ^r-^,' donc les 

rayons vecteurs homologues sont proportionnels {a) ; donc les 
deux parallélogrammes sont semblables* 

THéoaiMB* 

339. Deux polygones semblables quelconques peuvent être 
décomposés en un même nombre de triangles semblables cha^ 
euh à chacun, et semblabiement placés» 

Fig. 175. La démonstration du n.^ 335 a prouvé que les triangles OAB 
etOA'B', OBG et OB*G', etc., étaient semblables; et, comme 
OÀ.V=:oab, que 0B'G'=:o2^c, etc., on en conclut que si l'un 

(a) Hemarquons d'ailleurs qu'à chaque point I de AD répond un point ho- 
mologue de AD' : car al par le point B' on mène B'I' parallèle à El » on aura 
AB:AB'::AI:AT. 
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polygones est sosceptible d'être partag(^ en triangles par des 
dli^oites issues d'an même point y ce qui aura toujours lieu s'il est 
oonyexe, tout polygone qui lui sera semblable jouira de la même 
propriët^» et les triangles dans lesquels on les aura décomposes 
seront semblables chacun à chacun, et semblablement places Ça). 

Si les triangles dans lesquels on veut partager les deux poly- 
gones ne devaient pas avoir tous un sommet commun, ce qui 
pourrait arriver si ces polygones étaient concaves, on reconnaî- 
trai t encoreque cea^ tinangles sontsemblables en regardant chaque 
polygone comme la somme de plusieurs polygones convexes sem- 
l>1ables , ce qui est permis (33G); ou bien on prendra successive- 
ment les sommets D et A communs à différentes suites de triangles FIj. i 77;. 
poar centres de simib'tude, et l'on verra encore ainsi que les 
deux polygones sont décomposables. en triangles semblables et 
«emblablement placés* 

TB,KOBillB. 

3JlO. Réciproquement , deux polygones qui sont composés 
él* un même nombre de triangles semblables chacun à chacun^ 
et semblablement placés , sont semblables. 

Il pourra se présenter deux cas , selon que les triangles auront 
ou n'auront pas tous un sommet commun* 

Premier cas. Supposons que les triangles AO Betaob^BOC Fig. i 75* 
el hoc y etc., soient semblables et semblablement placés. lire' 
suite immédiatement de la première de ces deux hypothèses que 
leurs angles en et en o sont égaux chacun à chacun , de sorte 
que l'on pourra placer le second polygone dans le premier, de 
telle manière que les cotés de l'angle aob tombent sur leurs ho- 
mologues. Mnis, comme nous supposons en outre que les triangles 
des deux polygones sont semblablement placés, les côtés oc , 



(a) G'cst-à-dîre que les deux angle» dont le sommet commun est à l'une des 
extrémités de la droite qui assemble deux triangles du premier polygone, sont 
homologues de ceux dont le sommet commun est à l'une des extrémités de la 
droite qui assemble les deux triangles semblables du second. Ainsi, pour con»- 
trtiirc sur la droite aày homologue de AB, une suite de triangles semblables 
à ceux du polygone ABGDE, et semblablement placés, on fera sur cette 
droite un triangle semblable à ÂBO; puis sur 6o un trlingle semblable à BOC * 
«fec cette condition, que l'angle cbo soit égal à CBO, et que 5 oc soit égal 
à OOC , et ainsi de suite (S47). 
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od prendront de même les directions C, OD 

les côtés ah ,hc. du second polygone seront venns se pla- 
cer en Mtty B'C. . . . parallèlement aux cotés homolognes AR , 

BG du premier, puisque les points A', B', G' divisent 

les droites OA ^ OB , OG en parties proportionnelles. Dovic 

tous les rayons vecteurs menés de au contour du polygone 
ABGDE seront coupés en parties proportionnelles par le péri- 
mètre de A'fi'G'B'E' : donc les deux polygones sont semblables. 

Second cas. Si les triangles de chaque polygone n'ont pas 
tous un sommet commun, nous pourrons regarder les deux po- 
lygoiles comme formés de plusieurs autres polygones juxtaposés y 
dont chacun est décomposé en triangles ayant tous un même 
sommet. Ges polygones partiels seront ainsi semblables chacun 
à chacun ; de sorte qu'il suffit de prouver que deux polygones com- 
posés de deux antres polygones semblables, et semblablement 
placés , sont semblables: car la démonstration s'étendra évidem- 
ment de deux à trois, puis à quatre, etc. , polygones. Or, en pre- 
Fig. 177. ^^^^ pour centres de similitude les sommets A et a communs 
aux deux polygones partiels , il suit de la définition (324) que 
tous les rayons recteurs homologues menés de A et de a seront 
proportionnels aux diagonales de jonction AE et ae , et partant 
proportionnels entre eux : donc les deux polygones sont sem- 
blables. 

341. Corollaire. Deux polygones sont égaux lorsqu'ils 
sont composés dÛun même nombre de triangles égaux cha^ 
cun à chacun f et semblablement placés. 

rig. 17S. 3^2. Si Von joint les extrémités Y et G y J* et g, de deux 
droites FG etfg^ avec tous les sommets de deux polygones, et 
que tous les triangles ainsi formés soient semblables et sem^ 
hlablement placés, les deux polygones seront semblables. 

Supposons, en effet, que tous les triangles FAG cifag, FBG 
etfbg, FGG et Je g, etc. , soient semblables et semblablement 
placés; prenons FG'==/^, et portons le polygone abede sur 
ABGDE, en plaçant les points/ et g sur leurs homologues F 
et G'. Les triangles FAG etfag, FBG ei/bg, etc., sontéqui- 
angles, puisqu'ils sont semblables; et, comme de plus ils sont 
semblablement placés, on voil que tous les cotés fa , fb , fc. .... 
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\ssiift de a, tomberont sur ]eurs homologues FA, FB, FC 

et que ga , gb^ se iront se placer eoGA^Gfi ^GG'....* 

paralIèJernent à lears homologues G A , GB , GG. . . . : donc les 
points A', B', C' couperont FA , FB, FC dans le rap- 
port constant de FG à FG' ; et ainsi le périmètre du polygone 
A'B'€1>'£ sera parallèle à celui de ABC DE : donc ces deux 
pafygones seront semblables , et auront F pour centre commun 
de simîlitiide , ce qui démontre notre théorème. 

THÉOBàMB. 

5/15» Les périmètres de deux polygones semhlahl^ sont 
proportionnels aux côtés homologues de ces polygones. 

En effet ces deux polygones ont leurs côtés homologues pro- 
portionnels : donc on peut former avec ces côtés une suite de 
rapports égaux, dont les antécédens seront les côtés du pre- 
Tm^Y y et les conséquens les côtés homologues du second ; donc 
on en déduira, diaprés un principe connu d'arithmétique C^0> 
que 

lia somme de tous les côtés du premier, ou son périmètre, est 
ù la somme de tous les cotés du second ou son périmètre, comme 
un côté du premier est au côté homologue du second. 

pboblItvb* 

344. Construire un polygone semblable à un polygone 
donné K^CQ^ ^ connaissant son périmètre p, Fîg. 1T». 

On partagera la droite donnée A'K= p en parties propor- 
tionnelles aux côtés AE, BG du polygone donné, ce qui 

fera connaître les côtés A'&, bc, cd. ... de la figure demandée; 
et, comme ses angles doiyent être égaux à ceux de ABGDE, 
on pourra le construire d'après la méthode du nfi 266. Maïs, 
comme on n'aïu-a ainsi employé que les côtés A'^, bc, cd^de^ 
il faudra prouver que le dernier côté A'e' est égal à eK (en vé- 
rifiant sur la fîgnre qu'il en est ainsi , on aura une preuve de 
rej[actitade de la construction). Or la similitude des polygones 
ABGDE, Â!b'cd'e donne la proportion , 

X'b : AB ou A'B' ; ; A'e ; AE ou EV- 

Hais , par construction , 

A'^ : AB' ; ; eK : E'A' ; 

donc AV^rK. 
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« 

PEOBLÂMB. 

545« Construire deux poljrgones semblables à un trcri^ 
siême, dont les contours forment une somme égale à celui 
de ce troisième , et de plus soient proportionnels à deujc 
droites données p et q. 

En partageant le périmètre du polygone donné en parties 
proportionnelles k p ei k q (281), on aura les périmètres des 
polygones demandés , et le problème sera ainsi ramené au pré- 
cédent. 

Sdtt Les conditions de similitude de deux polygones doivent 
renfermer implicitement celles qui établissent que deux triangles 
sont semblables; mais on conçoit cependant que quelques-unes 
de ces conditions peuvent être une conséquence indispensable 
des autres. C'est ainsi , par exemple, que deux losanges sont 
semblables par cela seul qu'elles ont un angle égal (337). On 
a , en effet , reconnu que deux triangles sont semblables dans 
cinq cas que nous allons examiner successivement. 

347. Deux triangles sont semblables quand ils ont deux 
angles égaux chacun à chacun. 

En effet, leurs cotés homologues sont proportionnels, de 
sorte que ces triangles satisfont ainsi aux conditions énoncées 
au nfi 335. 

On pourrait, au reste, démontrer cette proposition directement 
de la manière suivante : 
Fig. U6. Soient, en effet, ABC et A'fi'C les deux triangles proposés. 
Prenons AD =A'B',AF=AC', et joignons D F. Le triangle ADF 
sera égal à A'fi'C (1 99) : car l'angle A = A'. Ainsi les angles homo- 
logues B' et D seront égaux : donc B=Dj donc les droites DF et 
BG sont parallèles (87)5 «loi^c tous les rayons vecteurs menés de 
A à BG seront coupés en parties proportionnelles par DF j donc 
les triangles ABC et ADF ou A'B'G' sont semblables* 

THéOEÂME. 

348. Deux triantes sont semblables lorsque leurs côtés 
sont respectivement parallèles* 

En effet, nous avons vu que deux angles dont les côtés sont 
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parallèles sont égaux ou supplémentaires (90)^ de sorte que sî 
les triangles ne sont pas ëquiangles, il ne pourra se présenter 
que les trois cas suîvans : 

!•• Les trois angles de l'un des triangles seront supplément 
taîres de ceux de l'autre ; mais alors la somme de leurs six 
ai^7es raudra six droits > ce qui ne se peut (186). 

2fi Deux angles de l'un seront supplémentaires de deux angles 
de Fautre, le troisième étant égal de part et d'autre ; mais alors 
la somme des six angles surpassera encore quatre droits , ce 
qm est absurde. 

3.0 Un angle de l'un des triangles sera supplément d'ui#ngle 
du second, les deux autres angles du premier étant respective- 
ment ^gaux aux deux autres du second 3 mais alors la somme 
des angles de l'un ne sera pas égale à celle des angles de 
Faotre , à moins que les deux angles supplémentaires ne soient 
drotU , auquel cas les deux triangles seront éqniangles. 

Bonc les deux triangles sont éqniangles , et partant sem- 
blables (547). 

TBiORàlIE. 

M9. Deux triangles sont semblables lorsque leurs côtés 
sont respectivement perpendiculaires. 
lia démonstration est la même que la précédente. 

550. ScHOLiE. Remarquez ayec soin que dans ces deux der- 
niers cas de similitude de deux triangles, les cotés homologues 
sont ceux qui sont respectivement parallèles ou perpendicu- 
laires : car deux pareils cotés se trouvent précisément opposés 
à deux angles dont les côtés sont eux-mêmes parallèles ou per- 
pendiculaires , c'est-à-dire à deux angles égaux. 

351 . Deux triantes ABC, A'B'C, sont semblables lorsque 
leurs côtés sont proportionnels* 

Supposons les cotés À B, A G et BG proportionnels aux 
cotés respectifs A'B', A'G' et B'C Prenons, comme au n.« 347, 
AD=A'B', AF=;A'G', et joignons DF.Gette droite couperadonc 
les cotés AB et AG en parties proportionnelles, et sera par con- 
séquent parallèle à BG : ainsi le triangle AD F sera semblable 
À ABC, et leurs côtés homologues seront proportionnels ; on 
anra donc la proportion 
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AB : AD :: bc : df. 

Mais on a aussi, par hjpothëse : 

AB ; A'B' ;: BC ; B'C: 

donCy puisque A 0= A'B', ces deux proportions ont trois termes 
correspondans égaux, et ainsi leurs quatrièmes ternies DF 
et B'C sont égaux. Il s'ensuit que le triangle A'B'C est égal à 
AD F (207), et par conséquent semblable à ABC. 

THÉOBÂVE. 

33^ Deux triangles k'BC^ A'B'C',^u£ ont un angle égal 
A = a' compris entre côtés proportionnels kB et A'B', AC 
et A'C, c'est-à-dire tels que Ton ait : 

AB ; A'B' : : AC ; ac, 

sont semblables» 

Cette proposition est une conséquence immédiate de la scho- 
lie du tkfi 33& Au reste on pourra la démontrer à priori en 
répétant la démonstration du n.o 347. 

353. ScHOLiB. Nous avons démontré (335) que deux polygones 
étaient semblables <Jnand ils avaient leurs angles égaux chacun 
à chacun, et que leurs cotés homologues étaient proportion-* 
nels; mais nous voyons maintenant qoe pour deux triangles 
l'une de ces conditions est une conséquence indispensable de 
l'autre (347 et 351). Il n'en est pas de même dans les figures 
qui ont plus de trois cotés. Ainsi , par exemple , le rectangle et 
le carré sont équiangles, mais leurs côtés ne sont point pro- 
portionnels; de même une losange et un carré ont leurs côtés 
proportionnels, et ils ne sont pas équiangles. Mais on peut 
le démontrer généralement de la manière suivante : 
Tig. 180. Menons, en efièt, dans le polygone quelconque ABCDE, la 
parallèle D'E' au côté DE : il est clair que le polygone ABCD'E' 
est équiangle à ABC DE, mais que leurs côtés homologues ne- 
sont pas proportionnels. 

Actuellement décrivons deux arcs des points A et C comme 
centres, avec les rayons respectifs AB et CB, et joignons B'A et 
B'C :les deux polygones ABCDE et AB'CDE auront leurs 
côtés égaux chacun à chacun, et par conséquent proportion* 
nels, et cependant leurs angles homologues ne sont pas tou« 
égaux. 



i 
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¥ AOBLàVB. 

35^. Construire sur une droite donnée A'B', homologue Fig. ^^*« 
à AB, un triangle semblable au triangle donné ABC 

les tiiA>rèmes de» n.^ 347, 351 et 352 peutent ëgalement 
servir à résoudre le problème; mais le premier est celui qui 
Ibunût la solution la plus simple : car il suffit de faire aux points 
A' et B' des angles respectiTement ëgaux aux angles A et B. 

355. Construire sur une droite donnée ab^ homologue ^*S- ^^'^ 

à AByUn polygone semblable à un polygone donné ABC DE. 

On peut employer à la résolution de ce problème la mëthodè 

du n.o526, ou les conditions énoncées dans la scbolie du n.o336, 

ou encore les ibéorèmes des ru^ 340 et 342. C'est du premier 

de ceox-cî que nous allons faire usagCé 

On commencera par partager le polygone donné en triangles 
par des diagonales issues d'un même sommet, si la cbose est 
possible; sinon, on Je décomposera en polygones qui jouissent 
de cette propriété, ce qui ramènera ce second cas au premier. 
Soit donc ABGDE le polygone proposé décomposé en triangles 
par les diagonales BD et B£. On construira sur ab\m triangle 
semblable à ABE, en faisant les angles eab etabe respective- 
meut égaux aux angles EAB et AB E. Alors, pour que les trian- 
gles soient serablablement placés dans les deux polygones, il 
faudra que les angles dont les sommets seront en ^ et en e 
soient respectivement bomolognes de EBD et de BE D. On cons- 
truira donc sur be un triangle semblable à BED, qui satisfasse 
à celte condition , et l'on continuera ainsi de suite. 

Si abz=ABy le nouveau polygone sera égal au polygone 
donné* Yoilà donc un nouveau moyen de construire un poly- 
gone égal à un autre (266 et 267). 

356. ScHOLiB. Il aurait suffi, pour résoudre le problème du 
B.» 344 , de cbercber une quatrième proportionnelle aux péri- 
mètres des deux polygones et à l'un des cotés AB du po1yg<}ne 
à^ané , ce qui aurait fait connaître le côté boniologue de AB , 
et d'achever ensuite la construction comme tout^à-l'heure. 
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P&OBLiMl. 

357. Construire une échelle. 

Une ëclielle est une ligne droite divisée en parties ëgales, et 
l'une de ces parties est ensuite dirtsée aussi en un certain nom* 
bre de parties égales;^ 

Les échelles sont nécessaires pour représenter sur le papier, 
et dans leur juste proportion, des distances plus grandes 
que les dimensions de la feuille de papier. Le géographe , l'ar- 
chite^, le constructeur de machines, placent toujours au 
bas de leurs dessins une échelle de parties égales qui sert de 
commune mesure à toutes les distances du pays, à toutes les 
parties du bâtiment ou de la machiné qu'ils j ont- représentées* 

Dans les cartes de géographie l'échelle représente ordinaire* 
ment des mjriamètres et des kilomètres; des décamètres subdi- 
visés en mètres dans les plans topographiques; et enfin des mè- 
tres subdivisés en décimètres, en centimètres, et: même en 
millimètres, dans le dessin linéaire. 

Dans les plans du cadastre on représente une distance de 
2,500 mètres par une ligne d'un mètre: de sorte que 100*° le 

m 

sont par une ligne de ii. = 0™, 04 : ainsi.il faut diviser en. cent 
parties égales une ligne de quatre centimètres pour pouvoir 
représenter des mètres. On sent coml^ien le procédé que ^nons 
avons indiqué (282) serait fécond en erreurs dans le cas actuel , 
et d'ailleurs les points de division seraient tellement rapprochés 
qu'il serait difficile de les distinguer. On a heureusement ima- 
giné un procédé connu sous le nom de méthode des transver- 
saleSy qui est aussi simple qu'exact. Nous allons Rappliquer 
à la construction d'une échelle de 500" à ^^ , dont la plus pe- 
tite division exprimera un mètre. 
FJg. iSI. Cent mètres étant représentés par une longueur de U centi- 
mètres , l'échelle de 500" aura deux décimètres. On divisera 
donc une droite AB ayant cette longueur en cinq parties égales. 
Onélèveraàses deux extrémités deux perpendiculaires indéfinie» 
AG et BD , sur chacune desquelles on portera dix fois une même 
ouverture de compas. On joindra les points correspondans de 
ces perpendiculaires deux à deux, et l'on reportera sur CD les 
divisions de A B, en numérotant ces divisions 0, 100, 200, 300 
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et 400, et 1 , 2, 3, 4 9, celles de la droite FE. Gela feit, 

on tire A£ ; et il est facile de voir, en comparant des triangles 
ëquiangles dont le sommet commun est en A , que la partie de 
chaque parallèle comprise entre la transversale AE et la droite 
AC vaut autant de dixièmes de E € qu'il est marqué par celui 
des numéros de £F qui répond à cette parallèle (a) : de sorte 
qu'en reportant sur A F et CE toutes ces parties de parallèles, 
chacune de ces deux droites sera divisée en dix parties égales , 
dont cbacune sera ^ de A B, et représentera ainsi 10 mètres. 
On placera aux divisions de F A les n/^ 10, 20, 30.. .. 90, et il 
n^y aura plus qu'à joindre les points de division de A F avec 
ceux de C£ par des transversales , et l'échelle sera construite: 
car la partie de chaque parallèle comprise entre la transver- 
sale G F et £F vaut autant de dixièmes de GE que l'indique le 
numéro de £F qui se trouve sur celte parallèle* Ainsi la partie 
qn\ correspond au n.° 3 vaut -— de GE ou de 10 mètres, c'est-à- 
dire 3 mètres. Cela posé, si Von veut figurer sur le plan 
une distance de 347 mètres , on placera une des pointes d'un 
compas sur la 7*^ parallèle à partir de la perpendiculaire nu- 
mérotée 500, et Von amènera Pautre^ pointe à l'intersection de 
cette parallèle avec la transversale numérotée 40. 

Veut-on connaître, au contraire, la longueur d'une droite PQ, 
on portera sur l'échelle , à partir de la ligne 00, une ouverture 
de compas égale à cette ligne , ce qui fera connaître cette lon- 
gueur à moins de cent mètres près. Supposons que PQ soit 
compris entre 200™ et 300™, on fera glisser le compas sur 
les parallèles successives jusqu'à ce que l'une des pointes étant 
sur la ligne 200 — 200, l'autre se trouve sur une des transver- 
sales» Si cette transversale est numérotée 30, par exemple, et 
que l'on soit sur la quatrième parallèle, on en conclura que la 
ligne PQ vaut 2341 mètres. 

Si les lignes que l'on doit tracer sur le plan ne dépassent pas 

800™, on pourra employer l'échelle d'un millième , c'est-à-dire 

représenter un mètre par un millimètre : car 800° le seront 

alors par une longueur de 8 décimètres, et le papier grand- 



(») Par exemple, les triangles ECA et AKI doraient la proportion 
AC: AKf:EC:KI; ^als AK est les six dixièmes de AC : donc Kl est atusl 
les sU dizii^mes de EC. 
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aigle a 0*")975 de largeur* Les règles de Kutsch fourniroot olor» 
d'excellentes échelles. 

PROBLÀMB* 

358. Par un point G donné sur le terrain y mener unepn^ 
rallèle à une droite AB« 

Il peut se présenter deux cas , selon <jue la droite ÀB sera 
accessible ou qu'elle ne le sera pas. 

Fiç. iSS. Premier cas. Faites planter un jalon au point G, et un autre 
quelque part en À sur AB; puis, plaçant le grapbomètre en B, 
de manière que son centre réponde verticalement à la droite A3, 
pointez les deux alidades sur les jalons A et G , et notez l'angle 
qu'elles forment ; transportez ensuite le grapbomètre en G , di- 
rigez l'alidade fixe sur un jalon placé en B , et faites tourner 
l'autre jusqu'à ce qu^elIe fasse un angle égal à celui que tous 
ayez mesuré. Un jalon D planté dans sa direction déterminera 
la parallèle (87). 

On résoudrait également bien le problème en s'appuyant sut 
la propriété des angles correspondans, ou à l'aide de l'équerre 
d'arpenteur. 

Mais si l'on n'a pas à sa disposition d'autres instrumens que 
des jalons , on pourra encore tracer la parallèle demandée par 
la méthode suivante, fondée sur la réciproque de la propriété 
du trapèze énoncée au n.*" 291. 

Fig. 185. Prenez sur la droite donnée deux distances AB et BD égales 
entr'elles, et plantez des jalons aux quatre points A^B^D, G, 
un cinquième, F, sur le prolongement de AG. Faites placer un 
nouveau jalon à l'intersection de DG et de B F, et un dernier 
à l'intersection G de AO et de DF. La droite GG sera la parallèle 
demandée. 

Fîg. 184. Deuxième cas. Je plante deux jalons sur AB, un troisième eh 
G, et un quatrième en D dans l'alignement AG.Cela fait5on n^nera 
par le milieu F de GD (on aura ce milieu en mesurant GD), la 
droite quelconque GFI5 et, en prenant FI=GF, la droite IC 
sera parallèle à DB (/i); on plantera ensuite un jalon K à l'in- 
tersection de AI et de BD, on prendra IL= KD, et l'on aura 



(a) Ce nouveau moyen de mener , par un point donné , une parallèle i une 
droite accessible par une seulement de ses extrémités, est remargwWe par 



sa simplicité. 
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ainsi ane parallèle DL à AI (228), dont l'intersection avec 
BI dëterminera la droite demandée GO. Il safBt, pour le démon* 
trer, de faire voir que cette droite coape AK et BK en parties 
proportionnelles aux pointa M et N. 

lia similitude des triangles KM N , I G M, donne la proportion 

km:kn::mi:cl 

lia droite MO , menée par le sommet commun G des triangles 
semblables ICA, DGL, coupe les cotes lA etDL en parties 
proportionnelles , de sorte que 

am:mi::do:ol. 

On tire de même des deux triangles DOB, lOL : 

dn:bn::gl:gl 

Mais, les deux triangles ODN et COL étant équiangles^ on a 
aussi : 

od:div::ol:gl, 

Multipliant ces trois dernières proportions par ordre, et sup- 
primant les facteurs communs aux moyens et aux extrêmes, on 
aura : 

AM:Mi.BN::i:ci, 
ou AM: BN :: MI : Gi. 

Donc 

am:bn::km:kn, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Nous donnerons, au n.*" 3G1 > une seconde solution de ce pro- 
blème. 

PKOBLÈMB* 

359* Mesurer une droite que Von ne peut parcourir. 

II peut se pr^uter trois cas, selon que les deux extrémités 
de la distance demandée A B. sont accessibles, que l'une seule- 
ment, B, est accessible, on qu'aucune ne l'est. 

Premier cas. Plantez quelque part un jalon G ^ et mesurez les Ffe i 85. 
distances G A et G B. Supposons, par exemple, qu'elles yaillent, 
l'une 150% et l'autre 180*" : on prendra sur G A et G B deux 
points A' et B', qui les divisent en parties proportionnelles , par 
exemple, dans le rapport de 1 à 2, de sorte que G A' =2 75°*, et 
GB*=90». La droite A'B' sera ainsi parallèle à AB (nouteau 
moyen de mener par un point donné une parallèle à une droite 
donnée): donc (286) 
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ca':ca::a'b': AB, 

Donc, si l'on a mesure A'B', cette proportion fera connaître 
AB. Ainsi, dans notre exemple, AB sera le double de A^B'« 
Fig. 186. Deuxième cas. Plantez un jalon B' dans la direction de BA, 
et tracez par ce point une parallèle à une droite quelconque CB 
menée par le point B« Gela fait, plantez un jalon G à l'intersec- 
tion de G'A avec GB; puis mesurez GB, BB' et B'G'. Les £ri« 
angles équiangles AGB et AG'B' donneront : 

g'b':gb::ab':ab; 

d'oh , dividendo , 

GB'— cb:cb::bb':ab, 

proportion qui fera connaître la distance du point B au point 
inaccessible A. 
Fîg. 187. Troisième cas» Dans les alignemens G A et GB, faîtes planter 
deux jalons D et F, et un troisième en I, au point de section de BD 
et de AF. Mesurez les cinq distances GD, GI, GF^ ID et IF; et 
supposons que l'on ait trouvé respectivement 24™,75; 36°*,42; 
52m /|. 21 «^,36 et i2°^,8. On prendra pour échelle le double dé- 
cimètre de Kutscb, en convenant de représenter un mètre par 
un centimètre* Nous construirons alors un premier triangle cdi^ 
dont les côtés vaudront respectivement 247"",5 ; 364'"",2 et 
2I3"*'",6; puis un second c/Y, dont les côtés c/et i/ seront 
de 324""* et de 128"". Gela fait, on prolongera ce? et ï/jusqu'à 
leur point de concours a^ id et cf jusqu'à leur point d'inter- 
section h; et il n'y aura plus qu'à porter sur l'échelle une ouver- 
ture de compas égale à a ^« Gomme on trouvera qu elle contient 
CSB"*", on en conclura que AB = 63™,6. 

En effet, les triangles GBI, c<i£,et GIF, cif^ sont sem- 
blables (351), et par conséquent équiangles : donc les triangles 
AI G et a ce, BIG et iic , sont semblables (347) \ donc les quadri- 
latères AIBG et aihc le sont aussi (540) ; dont leurs diagonales 
homologues sont proportionnelles (334) ; ainsi 

Gi:ci::AB:at. 

Mais c i contient autant de centimètres que G I contient de 
mètres : donc AB vaudra autant de mètres qu'il y a de centi- 
mètres dans ah. 

360. Si l'on a un graphomètre, on mesurera sur le terrain 

FIg. 188. une hase quelconque GD, et l'on relèvera les angles formés par 

les rayons visuels menés de ses extrémités aux points A et B; et, 
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^e plus, Tangle AGB : alors on pourra , sur une droite cd qui 
contiendra autant de parties de l'ëchelle que l'on aura trouvé 
dl^anîtés linéaires dans GB, constroire des triangles acd et hcd 
semblables à ACD et à BGD; puis, en faisant a?ec ac un angle 
€icb' é^\ à AGB {^cV coïncidera a?ec ch si les quatre points A 
S 9 € et D sont dans le même plan) , rabattant ch sur ch\ et 
joignant ah\ on formera un triangle £u:V semblable à AGB (352). 
Honc, en portant ah' sar rëcbeile, on saura combien A B con- 
tient d'unitës linéaires. 

En prenant A , G et D en ligne droite, on aurait deux angles 
de moins à mesurer* 

Remarquons que si l'une des extrémités B de la droite était 
accessible, le travail serait rédm't de moitié : car, en prenant le 
point B pour l'une des extrémités de la base, on n'aurait à me- 
dorer que les angles formés par cette base ay ec les rayons visuels 
menés de ses extrénntës au point A« 

Le problème que nousyenons de résoudre fournit les moyens 
de mesurer la largeur d'un étang , d'un bois, d'une rivière , la 
distance de deux clochers , etc., et même celle du soleil ou d'une 
planète à la terre. 

Supposons, en eflêt, deux observateurs placés en A et en B fig. |89. 

sur un même méridien et'à une grande distance l'un de Fautre, 

et qu'A l'instant où le soleil et une même étoile E traversent 

le plan de ce cercle, chacun mesure l'angle formé par les 

rayons visuels menés de son œil à l'étoile et an centre S du 

soleil. A cause de Timmense éloignement des étoiles à la terre , 

les deux rayons visuels A£ et BE seront parallèles : d'où il est 

facile de conclure que l'angle ASB sera égal à la différence ou 

à la somme des angles observés EAS et EBS, suivant que l'étoile 

paraîtra aux observateurs du même côté du soleil ou de côtés 

différens. Or, quand l'angle ASB est oonnu^ on peut trouver, 

par le calcul, la parallaxe horizontale du soleil, c'est-à-dire 

l'angle AS'T sous lequel on verrait, du centre S' du soleil, le 

rayon TA, qui répond à l'un A des deux observateurs lorsque 

ce centre est dans l'horizon AH de ce point Gette parallaxe est 

de 8",6. Si du point S' comme centre , et avec l'unité linéaire 

pour rayon, on décrit l'arc M T' entre les côtés de l'angle AS'T , 

cet arc vaudra 8",6, de sorte qu'il différera extrêmement peu de 

la perpendiculaire A'T'. Ainsi l'on pourra prendre cet arc pour 

la valeur de cette perpendiculaire, et l'on trouvera ainsi qu'elle 

11 
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est égale à ^j^ (a> Mais la similîtode des triangles rectauglea 
S'AT et S'A'T' donne la proportion 

À'T' on nir4 : s'T' ou 1 :: AT : s'T: 

d'où l'on oondut que la distance du soleil à la terre est égale à 
3398A rayons terrestres^ et, comme le rajon correspondant au 
parallèla moyen est de 1591,6 lieues, il en résulte que cette 
distance est de 3817293ft lieues. 

FîR. <88. 361. CoaoïLiiiiB. On déduit du n," 360 le moyen de mener 
une parallèle à AB par un point donné C : car la construction 
précédente fera connaître l'angle atc=ABC, et il n'y aura 
qu'à faire au point C un angle BCF égal à cet angle abc (87> 

ItWiOBLàUB. 

562. Mesurer la hauteur d^un édifice» 

Il peut se présenter deux cas , selon que le pied de l'édifice 
est accessible ou qu'il ne l'est pas. 
Fig. <90. Premier cas^ Plantez TcrHcalement deux jalons CD et V&, 
qui soient alignés ayec la Terticale- passant par le sommet de 
l'édifice; puis marquez sur le second le point F, où il est raaé 
par le rayon Tisuel qui va du point D an point B» Supposez alors 
que l'on ait pris sur FG une distance 0G= CD, et imaginez la 
droite DOL Les deux trianj^s BID et FOD seront semblables , 
et l'on aura la proportion 

bi:id::fo:od; 

or ID est égal à la droite AC ; OD l'est à C G ; et, comme on a 
pu mesurer AC , GC et FG , il n'y a que BI d'inconnue dans la 
proportion : car FO=FG — CD. Donc on pourra calculer BI; 
et, en y ajoutant I A, c'est-à-dire CD, la hauteur AB de l'édifice 

sera connue. 

Si vous êtes muni d'un grap1iomètre,Toaâ pourrez mesurer, à 
partir du pied de la verticale BA, urte base arbitraire AC , à pea 
près égale à la hauteur de l'édifice ; puis , disposant l'instrument 



(a) Dana un même cercle les longnears de deux arcs sont évidemment 
proportiomielles aux Dombrés de secondes qu'ils contiennent Puis donc que la 
longueur dHm arc de 648000", c'est-â-dîre de la demi-circonférence du cercle 
qui a pour rayon l'unité, est )^^ comme nous te verrons plus lard (405), oa 
obtiendra la longueur de l»arc de 8",6 par la proportion 

648000; b^t-ttI ''^nin- 
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jie manière que son plan p«sse par la Yerticale ÀB y et que son 
diamètre fixe soit horizontal (un fil Aplomb suspendu au centre 
du grapbomètre devra alors raser le limbe du cercle , et rë- 
poodre à 90°); vous pointerez Talidade mobile sur le point B, 
et vous lirez alors sur le limbe la valeur de l'angle oppose par 
le somiBet à BDI. Tous connaîtrez ainsi dans le triangle rec^ 
tangïe BID nn côté et un angle; de sorte que vous pourrez 
construire sur le papier un triangle semblable à celui-ci, ce qui 
vous donnera la valeur de BI; et en y ajoutant la bautewr de 
l'iottrument, le problème sera résolu. 

Deuxième cas. Plantez trois jalons €D, G'D', FG , qui soient 
alignes avec la verticale qni passe par le sommet B de l'édifioe, 
et tebqoe Cl^ = €I>. I^es points D et D'^ dirigez successiveineiit 
deux rayons visuels au point B, et marquez les poinUF et t où 
as rasent le jalon FG. Cela fait, mesurez FO, F'O, GC et GC: 
^vooB conn^trez ainsi DD', différence des deux dernières droites. 
Soient T?0=a,ï'0=a,GC=6, GC'=fc' et DD' = c. Si vous 
concevez une ligne droite par les points D et D', les triangles 
semblables BID et FOD , BID' et F'O D', vous donneront les pro- 
portions 

bi:id::fo:od, 
id':bi::od':of'5 

ou, en substituant aux lignes leurs longueurs, et représentant 
ceUe de BI par x : 

X :iD::a :i, 

iD': X \\h :«'.. (1); 

-d'oii , en multipliant par ordre, et supprimant le facteur a:, com- 
mun aux deux termes du premier rapport de là proportion 

prodm't, 

lD':ID:;a.fc':t.a'5 

or ID— -ID'=:PD'=tr; donc, dividendo, 

MuItipUant cette proportion, terme à terme, avec la popor^ 
tion (1 )» et supprimant les facteurscommuns I D' et b\ il viendra t 

clx::h*a!^a*b':a*a'% 
'Sf^ l'on tirera la valeur ie xt 

CL» U • C 

Jf =S r — n r»' 
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Ajoutant I A od son égale CD à la valenr trouva pour x^ on 
aura la hauteur demandëe. 

Si Pon Tcnt faire usage du graphomèire, on mesurera sur le 
Tlg. 491. terrain luie base CD, des extrémités de laquelle on puisse aper- 
ceroir le sommet de Tédifice; plaçant ensuite le graphomètre au 
point G , et plantant un jalon en B, on relèvera Fangle BE F ; puis, 
sans déranger le pied de l'instrument , on mesurera l'angle form^ 
par le rayon yîsuel BE avec l'horizontale EG; on transportera 
ensuite le grapbomètre au point D pour y obseryer l'angle BVE. 
Alors on pourra rapporter le triangle B E F sur le papier , Êiire 
ensuite au point e un angle begé^alàBEGy puis abaisser de b 
sur eg une perpendiculaire bg : il n'y aura plus qu'à ajouter à 
la longueur de cette perpendiculaire la hauteur du pied du 
graphomètre pour avoir l'élévation du point B au dessu» du 
niveau de l'observateur. ' 

VROBLÂMB. 

563. Prolonger une droite AB au delà d'un obstacle B* 
Fi^. 19S. Première solution. Si la droite est accessible par une de ses 
extrémités y on lui élèvera une perpendiculaire AG, que l'on me- 
surera; on élèvera en G une perpendiculaire GD sur AG, et par 
un point quelconque D de CD on mènera une droite DE égale 
et parallèle à AG. Le point E sera sur le prolongement de AB (94l). 
Deuxième solution. Si l'on n'a pas d'autre instrument qu'une 
Fi^. 199. chaîne métrique et des jalons, on choisira un point G duquel 
on paisse aller aux deux points A et B , et Von mesurera AG et 
BG; puis, par un point quelconque D de AG, par exemple , on 
mènera à GB une parallèle DE, dont on déterminera la lon- 
gueur par la proportion 

ag:ad::gb:de. 

Prenant donc sur la direction de DE une distance égale à la 
longueur trouvée, on aura un point E de AB. 
Ff«. iH, Troisième solution* Par un point quelconque G menons une 
parallèle G D à AB ; puis plantons un jalon quelque part en D sur 
cette parallèle, un second dans l'alignement AG , un troisiènie 
I à l'intersection de AD et de la droite qui joindrait avec le 
milieu M de GD. Le point E de concours de G I et de OD sera 
sur le prolongement de AB (291). Cette construction n'exige 
point que la droite AB soit accessible. 
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CHAPITRE ly. 

DES POLTGOIfES EÉGUIIEBS. 

364. Si Ton suppose qu'après avoir dirisé une circonférence 
en petites égales, on joigne chaque point de division avec le sui- 
vant 9 on formera ainsi un polygone dont tous les cotés soront 
ëgaox ainsi que les angles (119 et 143). Un pareil polygone est 
<dit régulier. Ainsi on appelle polygone résilier calui gui est 
^ lit fois équiangle et équilatéral. Le triaogjie équilatéral et le 
carré sont donc des polygones réguliers* On voit qu'il y a des po- 
lygones réguliers d'un nombre quelconque de côtés, et que ces 
polygones sont nécessairement convexes. 

365* Le problème que l'on se propose dans les travaux de 
pavage ou de marqueterie, consbte à couvrir un certain espace 
&wm^ des figures rectilîgnes; et il est susceptible d'une infinité de 
aolntions si l'on veut employer des polygones quelconques. : cmr 
on n'a qu'une seule condition é remplir, savoir, que la somme 
de tous les angles qu'on réonira autour d'un même point fasse 
quatre droits. Mais la question se limite beaucoup si l'on. ne doit 
se servir que de polygones réguliers, et tous d'un même nombre 
de cotés. Il faut, en effet, que le polygone que l'on a cbobi soit tel 
qu'en répétant un de ses angles un certain nombre de fois, on 
trouve quatre droits, ou, en d^autres termes, que le quotient de 
quatre droits par l'angle du polygone soit un nombre entier. 
Or on obtient la valeur de l'angle d'un polygone régulier, en di- 
visant la somme de ses angles (256) par le nombre de ses cotés : 
on trouvera ainsi, en prenant l'angle droit pour um'té, que les 
angles des polygones de 

3, 4, 5, 6côté», 

valent respectivement |, 1, |, f; 

et,concmie 4:4=6, 4: 1=4, 4:f=¥, 4:f = 3, 

01X voit que Fou pourra employer les polygones réguliers deS , 4 
et 6 cotés , mais qu'il fendra rejeter le pentagone et tous les poly- 
gones quiont plus de 51 x côtés : car, leurs angles étant plus grands 
que celui dcl'hexagone, puisqu'ils interceptent entre leurs cotAde^ 
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arcs de plus en plus grands , le quotient de quatre droits parl'uifr 
de ces angles sera nécessairement plus petit que 3, et d'ailleurs îl 
est éyidemment plus grand que deux (a). On pourra donc se ser* 
Tir de six triangles ëquilatëraux, ou de quatre carrés, ou de trois 
hexagones* Tels sont les seuls polygones réguliers que l'on puisse 
employer seuls dans le payage et dans la marqueterie (h) \ encore 
est-il bien rare que Ton fasse usage du triangle équilatéral. Gela 
tient à une raison que Pon ne doit jamais négliger, celle de la soli- 
dité de l'ouvrage. On conçoit, en effet , que plus il y a d'angles réunis 
autour d'un même point, plus la pression exercée en ce point par 
le pied ou tout autre corps pesant , sera puissante pour détruire 
la contexture de l'ouvrage. C'est encore pour cela que , quand 
on emploie des carrés, on le& range par files rectilignes, de ma- 
nière que les joints des carrés d'une file répondent aux mOieux 
des carrés de la file suivante* 

On se sert quelquefois de carreaux de deux couleurs , avec les^ 
qaels on forme des dessins plus ou moins agréables. Dans ce caa 
on ne s'assujettit pas à employer nniqnenaent des polygones ré- 
guliers do même nombre de cotés; on fait même usagede trian- 
gles isocèles et de losanges, mais de manière toutefois que de la 
réunion' de plusieurs résulte un polygone régulier: ainsi l'on peut 
composer un octogone n^ulier avec quatre triaiigles isocèles^ 
Fig. 19S. quatre losanges et un carré. 



(a) Soit n le nombre des côtés d'un polygone régulier: Te^Lprenion de la var 
leur d'un de ses angles sera ^ ' > ' ss2— -. Or,àinesure que «augmente^ 

la ftacUon - dlminae, et pat conséquent la dSfl^rence S— - se rapproche 
w n 

davantage de 2, et l'on peut même donner & n une valeur assez grande pour 
que cette difl&ience vÂt aussi petite que l'on voudra. Peux droits sont donc 
une limite dont l'angle d'un polygone régulier s'approche d'autant plus que 
le nombre des côtés de ce polj^ne est plus grand, et qull ne pourrait at- 
teindre que si le noipbre de ces côtés était infini, 

(6) Soit n le nombre des côtés du polygone, et 9 le nombre des polygones 
qu'à &at employer. Oa aura pour expression dW de leurs angles li^Z^: 

donc "^^'^f- « = 4; d'où « =2 + ,j:^ : fl feat donc que 4 soit divi- 
sible parn— 2; afns! n— 2 ne peut avoir que les trois valeurs 1, 2, 4, et par- 
tant n = S , ou 4 , ou 6 ; les valeurs correspondantes de x sont , 4 , 5 , ce qui 
s'accorde avec ce que nous venons de dire. 



9ES VaLTr.O-NBS RiCVLIKRSc %(u 



THXORISHB. 



566. Tout polygone régulier est à la fois inscriptible et 
€:irconscr£ptiifle à la circonférence. 

Sort ABCDEF un polygone rëgulîer d'un nombre quelconque îlg. 196. 

de côtes* On pourra toujours fisiire passer une circonférence par 

trois sommets consëcutifs A, B, C (99), et je dis qu'elle passera 

nëcessairement par le sommet suivant B. Joignons, en effet, le 

centre O avee les sommets Â, B, G , D. Les deux triangles ABO , 

BCO, seront ëquilaterauz entre eux, et par conséquent égaux: 

donc l'angle AB =r 0B€ (208) ; ainsi chacun d'eux est la moitié 

^ ABC. Mais le triangle BCO est isocèle : donc Pangle BCO 

est égal à OBG (196); il est donc la moitié de ABC, et partant 

^ son égal BG D ; donc l'angle G D est l'autre moitié de celui-cî^ 

et les triangles B G , G D , ont un angle égal compris entre cotés 

égaox. chacun à chaotm; donc ils sont égaux ; douiS D = B; donc 

la circonférence qui passe par les trois sommets conséobtifii A , B , 

G , passera aussi par le sommet sui?ant D. Mais on prourera , par 

naraisopoement semblable, que, puisqu'elle passe par les trois 

sommetsB, G, D, elle passera par le sommet smant E, et ainsi 

de suite s donc, enfin , tOHsles sommets du polygone se troutent 

sur la circonférence que nous avons décrite par les trois sommets 

A y B, C; donc le polygone est inscrit dans cette ciroonfi^fenee. 

En second lien, tous les cotés AB, B G , G D. • . . sont des cordes 
égales delà circonférence que nous venons de décrire: donc elles 
sont également éloignées du centre (123); donc les perpendi- 
culaires SL, G abaissées de ce point sur ces cot^ seront 

<%a]es;et par conséquentla ciroonférencedécritedupoiotO comme 
centre, avec le rayon G, touchera tous les côtés du polygone 
(1 1 41) , chacun dans son milieu (1 02). Gette circéo&rence sera ins- 
crite dans le polygone, ou le polygone sera eiroonscrit à ladr^ 
conG^rençe. 

367* ScHSLiB I. Gette démonstration s'appliquerait très-bien 
i une ligae brisée régulière , c'est-à^lire à une brisée formée 
de droites égaies et également inclinées entre elles : ainsi totUe 
brisée régulière est à la fois inscriptible et eirconscriptible à 
/« circonférence. 

Bemarqupns qu'une brisée régulière serait une portion du 
périmètre d'un polygone régulier, si l'arc de la circonférence 
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circonscrite sons^tendu par un de ses cotes, ëtalt ane partie alîqooto 
de cette circonférence. 

368. ScHOLiE II. On appelle angle au centre d'im pofygone 
régulier, l'angle ÀOB formé par les deux rayons menés du 
centre commun des circonférences inscrite et circonscrite 
aux extrémités d'un même côté ÀB. Tous les angles au centre 
d'un polygone régulier sont égaux (125); et, comme leur somixio 
est égale à quatre droits (56), on aura la valeur de chacun en Si- 
visant quatre droits par le nombre de ces angles ou par le nombre 
des côtés du polygone* 

369« Désormais nous appellerons rayon et apothème d'cm 
polygone régulier, les rayons respectifs des circonférences c£i>- 
conscrite et inscrite à ce polygone^ 

PEOBLÂMB» 

370. Vn pofygone régulier ABCDBV étant inscrit dans 
un cercle , on propose y I.» de circonscrire à ce cercle un 
polygone régulier du même nombre de côtés; 2.» de calcu^ 
Ur le côté du nouveau polygone en fonction de celui du pre^ 
mier^ et du rayon de la circonférence* 

t.* Première solution. Du centre abaissez 01 perpendî- 
ottlaire sur AB, et menez an point I une tangente qui soit terzni^ 
née aux prolongemens des rayons OÀ et OB. Je dis d'abord qae 
OÀ'r=0B'; et, en eflet, les triangles 01 A' et OIB' ont un côté 
égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun -.car, le point 
I étant le milieu de l'arc AB, les angles A'OI et B'OI intercep- 
tent des arcs égaux entre leurs côtés*; donc , si du point comme 
centre, et avec le rayon OA' , on décrit une circonférence, elle pas- 
sera par le point B'. Tires les rayons 0€€1', ODD'...., puis joignez 
B'C, fïy^„. Je dis que le polygone A'B'C'D'E'F' est régulier, et 
circonscrit à la circonférence OA. En efièt, ses angles au centre 
élant précisément ceux du polygone ABC DE F, on voit que 
les arcs A'B',B'G', C'D'« .... compris entre leurs, côt^, sont 
égaux (126): donc tous les cotés A'B' , B'C'. . . sont égaux (1 19>, 
et les angles A', B', G'..... sont aussi égaux (1 43); donc le polygone 
est régulier* En second lieu ^ il est circonscrit: car tons ses côtés 
sont des cordes égales de la circonférence A', et par conséquent 
également éloignées de son centre. Mais l'une d'elles A'B' est 
tangente à la circonférence A : donc toutes les autres le sont aussi 
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Seconde sciution. A chaque sommet du poljgone menons 
une tangente, et le problème sera résolu. En effet tons les angles 
A'AB,A'BA,B'BC...sontëgaux(146): donc tous les triangles ïig. i»7. 

A^AB^BBC sont isocèles (196). Mais les côtes AB,BC 

sont 4a«r- *>ï^ *^^ ^* triangles sont ëgaux (201); donc 

A' A = A'B =B'B = B'C =zs C'C = etcj 

par conséquent 

XV = B'C = CD' =: etc. 

H^aUleurs les angles A', B', C sont égaux (202): donc le 

polygone kVC'DW est régulier. D'ailleurs il est circonscrit: 
donc il résout la première partie du problème. 

2,** Beprésentons par R et par a les longueurs respectÎTes du Fi|p. i9^ 
rayon et du côté AB du polygone inscrit, et par x celle du 
coté A'B' du polygone circonscrit. La similitiide des triangles 
Al^O , A'IO , domie la proportion 

oï.;oi::AK:Ai, 

oxi , en doublant les deux termes du second rapport, et remplaçant 
les lignes 01, AB et A'B' par leurs longueurs, 

Mais OK, étant la distance de la corde AB an centre, Tant, 
comme on l'a tu au n.° 31 3 , 

donc, en substituant dans la proportion précédente, il Tiendra : 

V^4B'— a» J 



2 

d'oà Ton tire : 

2B. 



(1> 



Supposons a=s 3^" , et B = ^*", et cbercbons la Taleur de x 
à moins JPun cinquième de décimètre. On aura: 2R=8 '"» 

8*3 24 j 

et partant x = — =5—=- 5 or on peut regarder 

y/64 — 9 /55 

cette fraction comme la racine carrée de son carré, c'est-à-dire 
de fT*s donc il ne s'agira plus, pour résoudre la question, que 



1 
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d'appUqqer à la fraction ly^=^ la r^g)e donna» «a n.^ 176 d& 
l'Arithmétiqne^etron trouvera ainsi qnea: = ^ ^^ = S**-* ^ 2: 

SemarquoDS que la valeur (1) de jt est calcalaUe par log^- 
rithmess caria quantité 4 R' -» a* , étant la dîfilërence des carrés 
des quantités 2 R et a , est, comme on le démontre dans l'algèbte , 
égale à la somme (2 R -f- <i() de ces quantités multipliée par leur 
différence (2R — a). On a donc : 

2R«d 

et par conséquent (Arithmétique, nfis 241 , 242 et 244) 

57 U GoROLijiiaa. Réciproquement^ si l'on donnait le polygonr 
circonscrit, et que l'on proposât d'inscrire au même cercle u» 
polygone régulier inscrit du même nombre de cotés, on poor^ 
rait y parvenir en menant, du centre, des droites à tous les som- 
mets du polygone circonscrit, et joignant ensuite deux à deux les 
points où ces droites couperaient la circonférence. On pourrait 
encore joindre les points de contact deux à deux , et le polygone 

Ff^. 107. ainsi formé serait régulier: car, chacun des côtés À'B',B'G' 

étant divisé en deux parties égales an point de contact, tons 
les triangles A'AB , B'BG sont égaux (199), et par consé- 
quent les côtés AB^ BG sont égaux ; donc le polygone 

est régulier (364). 

V&OBLiMB. 

372. Un polygone régulier étant inscrit dans un cercle,, 
on propose, !•** éPinscrire dans ce cercle un polygone régulier 
qui ait deux fois plus de côtés que lui; 2.® de calculer le 
côté du nouveau polygone en fonction du côté du premier , 
et du rayon de la circonférence» 

Wig, f06. 1.0 Abaissez du centre des rayons perpendiculaires sur 
tous les côtés du polygone donné, et joignez chaque point de 
division avec les extrémités du côté correspondant, et le pro- 
blème sera résolu. 

2.® Soient AB le côté du polygone inscrit, et 01 perpendicu- 
laire sur AB: AI sera donc le côté du polygone inscrit de deux 
fois plus de côtés. Désignons les longueurs de A B et de Al rcs* 
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»ectivement par a et par j^^ et tonjoors par Ecdk da rayon. 
La corde AI =/* étant moyenne proportionnelle entre le dîa- 
De tre I Q = 2 R et sa projection I K sur ce diamètre ^ on anra : 

j^* = 2R.IK. 

GBlciiI<Mi0doncIK«Or IK.:=R-— OK;et»commenous arons yu 

toat-à-1'hemre (570, 2.*) qœ OK = -, nous aurons : 



IX. =11— -. on , en rëdoisant Fentier R an même dé- 

nomioateor que la fraction qui Paccompagne, 

2R— . t^4R— ^» 
IK= — • 

l^ar conséquent 



en efiêctuant la division du numérateur par deux* On aura donc 



en 



fin: 



jr = l^R(2R— V^4R* — «•> 

Supposons, par exemple, que R = 3^ et tf = 2*^, et cber- 
clions laTaleur dej^ à moins d^vn DixiiMB près. On aura d'abord, 

enremplaçant,y = r 3 (6 — V'"3â), Maintenant, pour avoir 
l'approximation demandée, on devra multiplier la quantité 

3 (6-— 1/32), par 100 (Arithmétique, n«^ 168), ce qui donnera 

300 (6— /ST) = 1800 — 300 ylk = 1,800 — 1/2880000: 
car , puisqu'on pent extraire la racine carrée d'un produit en 
extrayant la racine de chaque facteur et multipliant ces racines 

entre elles, on voit que 300 v/32 = v/3oo*»32 = v/288oooo. 
lia racine oarrée de 2880000 est , en plus^ et à moins d'une unité 
pràa , 1 575. le retranche ce nombre de 1 800 , et je trouve que la 
racine du plus grand carré contenu dans le reste 225 est! S. Telle 
est la racine carrée de la quantité t800 — / 2880000 à moins 
d'ane unité: car le carré de 16, surpassant 225 au moins d'une 

unité, est par conséquent plus grand que 1800 — V 2880000, 
tandis que celui de 15 est au contraire plus petit qu'elle; donc. 
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enfin 9 la Talenr demandée de y sera jl^«"=r: H", 5 (j^y 

373. ScHOLis I. Dans le calcul de la valeur de y rien xi'ex- 
prime que AB soit le côté d'un polygone régulier : ainsi la 
formule que nous venons de trouver résout ce problème plus 
général : Etant donnés le rayait d*une circonférence et Ia 
corde d'un arc quelconque, trouver la corde de la moitié de 
cet arc* Nous observerons seulement qu'il ne s'agît alors qœ <]tf 
la corde de la moitié du plus petit des deux arcs sous-tendus par 
la corde donnée a. S'il s'agissait de l'autre, la valeur de j^ serait 
alors 

CSX y y qui représente ici AQ, est moyenne proportionnelle 
entre le diamètre IQ et 9a projection KQ, et cette projection est 
égaleàR + OK. 

S74« ScHOLiB II. Si Ton vent circonscrire au cercle un poly- 
gone régulier qui ait deux fois plus dé o6tés que le polygone 
Fig. 198. inscrit A&G , on mènera d'abord des tangentes à chaque sommet 
du polygone inscrit; puis on joindra les sommets A', B', G', du 
polygone circonscrit ainsi formé avec le centre; et aux points de 
section P, Q^ R, avec lacirconférence^ on mènera des tangentes. 
Le nouveau polygone D E F G ISL sera régulier ( 370, 2^^ solution ) : 
car les points de contact de tous ses côtés divisent la circonfë- 
rence en parties égales. 

375. ScHOLiB in. Remarquons enfin que les contours de deux, 
polygones réguliers inscrit et circonscrit sont respectivement 
moindre et plus grand que ceux des polygones inscrit et circons- 
crit de deux fois plus de côtés : car dans le premier cas cbaque 
droite AB est moindre que la brisée AFB, et dans le second* 
chaque bris^ AG^B est plus longue que la brisée ADEB. 



(a) Les élève» qui connaÎMent la ibnnale pas laquelle on tâche, en alg^re, 
d'obtenir la racine carrée d'une quantité qui est en partie commensurable et 
en partie incommensurable du deuxième degré , au moyen de deux racines 
carrées indépendantes l'une de l'autre , trouveront , en appliquant cette for-^ 
mule au calcul de la vtdeor de y, que 

équation dont chaque terme est calculable par logaritlimes. 
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PROBLàMl* 

376. Inscrire un carré dans une eirconférence. 

Tires deux dminèCres A G et B D qui se coupent è angles droits, VI9. f 99t 
et ^OttS aurez ainsi partage la circonférence en quatre parties 
^égales ;par consëquent le quadrilatère forme en joignant chaque 
noLot de diyîsîon aTec le suivant sera un carre (364). 

377. ScHotiE. Si l'on reut calculer le coté du carre inscrit 
dans une circonférence dont le rayon est donné, on observera 
que ce coté ÀB est l'hjpothénuse du triangle isocèle rectangle 
kOB, de sorte qu'on au ra ( 50 2) : 

AB=/2R*j 

Mais kl racine carrée d'un produit de plusieurs facteurs est 
^ale au produit des racines carrées de ces fiicteurs : donc 

AB=B« /"L 

Donc le côté du carré inscrit est égal au rayon multi'» 
plié par la racine carrée de deux. 

378. CoBO£i<i»jB I. n suit de là que le rapport du côté du 
carré inscrit au rayon^ ou du côté d^un carré à sa diag49nale, 
car AB est la diagonale du carré construit sur AO, est égal à la 
racine carrée de deux , de sorte que ce rapport est incom^ 
mensurahle (Arith«, n.^ 160). C'est, au reste, ce que l'on trouve 
en cherchant la commune mesure des droites AB etAO(30). 

Bn effet, si du point B comme centre, et avec AO pour rayon, 
on décrit une circonférence, on aura (294 ) : 

AFiAO:: AO:Ai. 

Aiiui AI<AO : donc AB contient une fois AO, avec le reste 
AL 

n faut donc chercher combien de fois AI est contenu dans 
AO , ou , ce qui revient au même , combien de fois A est contenu 
dans A F : car la proportion ci-dessus exprime que le rapport 

jj-=j^ Or AB=2A0+ AI : donc le rapport j^ , c'est-à- 
dire TT==2+T7:î ^« sorte que nous voilà de nouveau rame- 
nés à chercher combien de fois AI est contenu dans AO, d'oik 
l'on voit que l'opération ne pourra jamais se terminer , et qu'ainsi 
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il n'y a pas de commune mesure entre le coté du carré ioscrîtet 
le rayon (a). 

379* CoEOKiiÀnui II» On Yoit eneore que si le rayon da cercle 
était égal à l'unité linéaire, le côté du carré inscrit serait égala 
la racine carrée de 2. Ainsi la géométrie fournil un prooëdéri- 
gonreux pour obtenir exactement la grandeur de l'irrationnéUe 

\/ 2. Il en est de même de la racine carrée de tout nombre n qv 
n'est pas un carré parfait : car cette racine est une moyen» 
proportionnelle entre Funité linéaire et la droite qui conticor 
drait n fois cette unité (Arith.» n.^ 213). Observons toutefois 
qu'il faudrait, pour cela, pouvoir tracer de véritables lignes 
sur une sur^ce véritablement plane, de sorte que cette ezcicti* 
tude n'est qu'intellectuelle. Àossî, si, ayant exécuté, par exemple, 
l'inscription d'un carré dans un cercle décrit avec l'unitë li- 
néaire pourrayon, on porte son côté sur une échelle, on obtiendia 

une valeur de ^2 bien moins approchée que celle fournie par 
le calcul. 

380. Inscrire un hexagone régulier dans une cirtonfé^ 
rence. 
Ffg. 200, Supposons le problème rÀoIu, et soit AB le côté de l'bexaf^nc 
régulier. Son angle au centre AOB sera le sixième de quatre 
droits ( 368 ) , c'est^-dire les | on les | d'un seul : donc il restera 
pour la somme des deux autres angles A et B du triangle 
OAB (186), 3 ^-|-=f d'angle droit Mais ces angles sOnt 
^aiix (196), puisque AO:=:OB: donc chacun d'eux vaudra f 
d'un droit; donc le triangle AOB est équiangle, et par consé- 
quent équîlatéral(197). Ainsi le coté de l'hexagone régulier est 
égal au rayon : de sorte que, pour inscrire ce polygone dans la 
circonférence, il suffira de porter le rayon six fois sur celte 
courbe , et de joindre chaque point de division avec le suivant. 



(a) Si l'on développe ce rapport de AB à AO en fraction continne , on vem 
bcilement qaHl est exprimé par U fractiott péiiodkpie mixte 

1+ ' 



8+- 



3 + 



l+ett 
Qui «tt pi^Mment !• développement de ^Ten fraction continue. 



fi 
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381. GdftOLi.AfmB.ED joignant lessommete de Thexogone régu- 
lier de deux en deux , on aora le triangle ëqoilatéral inscrit Si 
Von vent ealcnler soa coté, on obcerrera qae ÀBGD étant 4 ou 
la moitié de la cîrconférenceyle triante A€D est rectangle enC, 
^t qu'aîosî AD ëtant égal à 2 R, et €D à R, on aura(3(H() : 

OD^ enfin : 

AC = R. 1/3* 

Ainsi le côté du triangle équilatéral inscrit est égal au 
rayon multiplié par la racine carrée de 3 : d'où l'on yoît 
qae \a racine carrée de trois est le côté du triangle équilatéral 
'mcni iana le cercle dont Je rajon est l'unité linéaire. 

PROBLBME. 

38»^ Inscrire un décagone régulier dans une cireonfé'- 
rence* 

Soit ABle côté du décagone régulier: l'angle vaudra le pîg. son 
dixième de quatre droits, ou les ^ =: | d'un seul : donc il res- 
tera, pour la somme des deux autres angles A et B dn triangle 
AOB , 2— 1^ J, Maïs ces angles sont égaux , puisque AO=:OB: 
donc cbacun d'eux vaudra |-, et sera par conséquent double de l'an- 
gle 0. Alors, si l'on partage l'angle Oen deux parties égales par la 
droite AC , on formera deux triangles isocèles A G et ABC : car 
d'abord l'angle G A O = 0; ainsi AG = G O. Ensuite l'angle ACB, 
extérieur au triangle AGO, est double de l'angle (188), et est 
par conséquent égal à B: dose AGs AB;donc le segment GO 
dn rayon est égal an côté du décagone inscrit. Mais les triangles 
ABO et ABC sont éqniangles, et ont ainsi leurs côtés homolo- 
gues proportionnels : donc 

-ào; Ac;; ab;bg, 

•U) oe qui refient an même, 

Bo : GO ;: GO : bg. 

On Toit donc que le rayon BO est partagé, au point C, en 
moyenne et extrême raison (316), et que AB est égal au plus 
'^'*^.^^ ^ïtt segmens : donc, pour inscrire un décagone 
régulier dans un cercle, on partagera le rayon en moyenne 
et extrême raison, et f on portera le plus grand segment dix 
fois sur la drcoirférence. 
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. Exécutons cette constmction. Pour cela je trace deaz cfîii* 
Tlg. 202. mètres à angles droits A F et GK;du point €r .comme centre, 
avec le rayon de la circonférence, je décris denz arcs qui cou- 
pent cette circonférence en Meten N| je joins HN, et cette 
droite est perpendiculaire sur le milieu de GO (71); je tire I Â, 
et du point I comme centre je décris l'arc OK; et la droite AK, 
égale an plus grand segment du rayon A divisé en moyenne 
et extrême raison (516), est le coté du décagone inscrit. Si donc 
on yeut calculer ce côté, il faudra trouver la valeur de AIL 
Or AK=AI -^ IK. Mais dans le triangle rectangle AIO nous 

connaissons les deux cotés de l'angle droit OA :^ R, et 01= -: 
donc 

'4 4 2 

R ' 
D'aiUenrsIK=IO=— : donc, enfin, 

j^g^_ R* t^5 R_ R, V/5"~R , 

et , comme on peut regarder R • y^'S — R comme le produit de 
R par ( y/ 5 — i ), on aura en définitive : 

a 

d'où l'on voit que , pour calculer le côté du décagone régu^ 
lier inscrit dans une circonférence dont le rayon est donnée 
il faut multiplier le rayon par Vexcès de la racine carrée 
de 5 sur V unité ^ et diviser le produit par 2* 

583. Corollaire t* Si l'on joint les sommets du décagone de 
deux en deux , on formera un pentagone régulier. La détermî-* 
nation de son coté est fondée sur le théorème suivant. 

Le côté du pentagone régulier inscrit dans un cercle est 
Vhypothénuse d'un triangle rectangle dont les deux autres 
côtés sont ceux du décagone et de Vhexagone réguliers ins» 
crits dans ce cercle. 
Fig. 205. Soient, en ejflfet, A G et CD deux côtés consécutifs du d^agone 
régulier , et par conséquent AD le côté du pentagone. Abaissons 
du centre une perpendiculaire sur A C» et joignons son pomt Q 
d'intersection avec AD au point C. Le triangle AQG sera iso- 
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c^e(69), el par conséquent l'angle ACQ=5CAQ. Mais, puisque 
f^ D= AC , l'angle C D A est aussi égal à G A Q ; donc ACft=CDA. 
De plus l'angle A est commun aux deux triangles AQG et AGD: 
donc ces triangles sont ëqniangles, et leurs côtés homologues 
donnent la proportion 

AQ : AC ; : AC : AD; 
<Poii l'on tire -^ 

ÂC*=Aft. AD. 
L'angle A OD yaut ^ d'angle' droit (568) : donc il re^ y pour 
la flovuoe des deux autres angles du triangle AOD, 2 — ^ =|« 
Mais ils sont égaux : donc chacun d'eux yaut f-. Or l'angle QOD 

Tant éridemment f -f" 7 =^ - ^^^^ ^ ^^ ^S^' ^ ^^^ t ^ comme 
l'angle D est d'aillears commun aux deux triangles OAD et (^OD, 
on Toit que ces deux triangles sont semblables: donc 

dq:do::do: ADj 

d'où Von tîrei 

BÔ"=DQ.AD. 

Ajoutant cette ^alité à celle trouvée plus haut , il Tiendra : 

Ic'-f JDÔ* = AQ.AD + DQ-AD; 
t>a, en mettant AD en facteur commun des quantités qu'il mul- 
UpUcy et obseryant que AQ + BQ c=:AD , on aura enfin: 

AC* + DÔ* =: ÂD*. 
Or D est égal an coté de l'hexagone régulier inscrit : donc 
on peut construire un triangle rectangle dont l'hypothénuse 
soit le coté AD du pentagone régulier, et dont les deux autres 
côtés soient ceux A G et DO du décagone et de l'hexagone ré- 
gulier (307 , 3.0). 

384« Il suit de là que si l'on a calculé le côîé du décagone ré- 
gnl/er^ ilny aura qu'à ajouter son carré à celui du rayon 5 et, 
en extrayant la racine carrée de la somme, on aura le côté du 
pentagone. 

Le carré du côté du décagone est égal à 

R«.(5_aV/3 + i) R'.(6 — a/g) 

4 4 ' 

donc 



AD=1/r. , B-.(6--at/^ _, /4R' + R-^6-^t/5) 



12 
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Mettant V en fecteur commun fies quantités qu'il multiplie, 
ou aura : 

ou enfin 

R,|/io — aV/5 



AD=: 



a 



formule au moyen de laquelle on pourra calculer le côte da 
pentagone rëgidier en fonction immédiate du rajon. 

Fig. 201. 385. Go&oLLÀnLB n. Si l'on porte le rayon de A en D sac la 
circonférence, l'arc A D sera ^ de cette circonférence ; et, comoie 
farc AB en est ^, leur différence BD sera i — -^rr::^ 
= -^ =-ij. de la circonflâ*ence: donc la corde de cet arc sera le 
côté do pentédécagone régulier inscrit ; ainsi il sera ^Mïile d'iiiS'* 
crire ce polygone. 

386. En s'appuyant sur le problème du n.o 313, on pourra 
calculer le côté du pentédécagooe régulier; mais il faudra éva- 
luer auparavant les apotboèmes du décagone et de l'hexagone: 
car, ces apothèmes mesurant les distances respectives des cotés 
de ces polygones au centre (569), on trouvera (313) que Fapo- 
théme de l'hexagone est 

et que celui du décagone est 

R.|/lO+o|/l" 

4 • 

On aura donc , d'après la règle 2fi da n.o 313 , 



BD = 



R 

= ^ 

387» Sgholib« Nous savons maintenant inscrire dans la cir*' 
conférence les polygones réguliers de 4, 6, 3, 10, 5 et 15 côtés; 
mais nous avons vu que l'on peut toujours inscrire dans une 
circonférence un polygone régulier qui ait deux fois plus de 
côtés qu'un polygone régulier déjà inscrit (372), et circonscrire 
à cette circonférence un polygone régulier d'autant de côtés 



• • 



« * 
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^{W'un polygone régulier dëja inscrit (370) : ainsi nous sommes 
actaeUement eo état d'inscrire et de circonscrire à une circonfë- 
rence donnée tont polygone régulier dont le nombre des cotés 
est un ternie de Tune des quatre progressions géométriques 
suiTantes s 

3 : 6 : 12 : m : m : 96 : etc., 
a : 8: 16 : 32 : 64 : i28 : etc., 
5 : 10 : 20 : ao : 80 : 160 : etc., 

15 : 30 ; 60 : 120 : 240 : 480 : etc. , 
«t calculer^ au moyen des formules des n.<^ 370 et 372, le 
eolé de ce polygone* Mais ce sont là les seuls polygones régu- 
liers que la géométrie élémentaire enseigne à inscrire et à cir- 
conscrire h la circonférence (a), 

388* Nous ne saurons donc difiser la circonférence qu'en un 
nombre de parties marqué par Pun des termes des quatre pro« 
gresslons ci-dessus : car l'inscription d'un polygone régulier 
dans une circonférence reTÎent à la division de cette circonfé- 
rence en autant de parties égales qu^il doit avoir de côtés, et 
réciproquement. Dans tout autre cas il faat avoir recours au 
tâtonnement ou à des méthodes empiriques. Ainsi Pon a trouvé 
que le côté da polygone régulier de 

7 côtés est î du côtédu triang.équil. 5 l'erreur est <7~^ du rayon. 

^ T Kiiô 

11 7 du côté du carré ^r^ 

13. 4 <-!- 

" Jdu rayon. <yi; 

19 i da rayon. • • < ï7 

21 1 du côté du triangle équilatéral. • • • -^ 7^ 

23 ^ du côté du carré ^ riô 

25 J du rayon <- 



too 

t 

I 

100 
t 

100 



000 



27 ^ du côté du carré < ji^ 

29 I du côté du triangle équâatéral. . . . <^ j^ 



(a) Noiu observeronstootefois qiie l'on peut encore , en n^employanttpte Ut 
régie et le compae, faucrlre à U drconférencc tout polygone r^guUo dont le 
nombre des côtés est compris dans la formule (S'^-f-O» pourvu que ce nombre 
soit premier. Hais les optroflions deviennent A compliquées, même pour le 
plus simple de ces polygones , qui est celui de 1 7 côtés (ceux de 5 et de 5 côtés 
appartiennent à nos quatre progressions), quMl vaut bien mieux avoir recours 
au tâtonnement 



/ 



\ 



180 DIS POLTGORBS KJGULIIBS. 

Il serait peut-être encore plus exact de calculer le coté div 
polygone à inscrire par la table des cordes. Si , par exemple, oe 
polygone deraît ayoîr onze cotés, on yerraît qne Parc sous-tendu 
par chaque coté raudrait ^^ = 32'' iZ\ dont la corde est 56,35 
dans l'hypothèse où le rayon égale 100 unités. Si donc le rayon 
du cercle donné a 4"^, on n'aura qu'à porter onze fois sur la circon^ 
férence une ouverture de compas égale à A'^* 0y5633=2°',2532. 

389. De la dirisicAi de la circonférence en 25 parties égales 
on déduira facilement le moyen de la partager en 400 : car il 
n'y aura pour cela qu'à diviser chacune de ces 25 parties en 1 S^ 
ce qui est fticile (104). Mais pour la diviser en 360 parties^ il 
faudrait savoir partager un arc en trois parties égales, et la 
géométrie élémentaire est impuissante lorsque Je nombre des 
parties de l'arc n'est pas une puissance pafeîte de 2. Toutefois 
nous indiquerons la solution approchée que M. Sarrus a donnée 
du problème de la trisection de Farc dans les Annales de ma^ 
théma tiquesm 

Fîç. 204. Soit AB l'arc que l'on veut diriser en trois parties égales. 
ElcTez au centre la perpendiculaire indéfinie OS sur OA,et 
prolongez ce rayon d'une quantité OD, double de OA. Joignez 
BD, qui coupe OS en G, et la partie OC est un peu plus grande 
que la corde qui sous-tend les f de l'arc AB; du point G comme 
centre, et avec une ouverture de compas égale à OD, décrivez 
un arc de cerde qui coupera AD en D'; joignez BD', et OC' sera 
une valeur de la corde dont il s'agit plus approchée que OC. 
Reconmiençant la même construction pour le point C, on d^ 
terminera OG", valeur très-approchée de la corde qui sous-tend 
les y de l'arc AB. Si l'approximation n'est pas encore assez 
grande , on réitérera la construction pour le point G", et ainsi 
de suite ; mais ordinairement trois opérations suffiront 

Si l'arc donné était plus grand qu'un quadran , on achèverait 

Fig. 203. la demi-circonférence; on partagerait l'arc BA' en trois parties 
égales; et, portant le rayon de F enG sur la circonférence, l'arc 
BG sera \ de AB. En effet FG est le sixième de la circonférence, 

A'B 

ou le tiers de l'arc ABA'. Mais BF=-j-: donc 

ABA' A'B AB 
BG= — 



'6 
Fig. 206. Enfin, si l'arc AB est un quadran , U suffira de porter le rayon 
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de A en K pour avoir le tiers BK de cet arc : car le rayon sous- 
teod 2 àe la circonférence, c'est-à--âire les ^ on les f- du quadran. 
Maintenant, si l'on veut partager la circonférence en 360 
parties égales , on commencera par la diviser en 15 (385), puis 
chagae quinziènoc en 8 parties, ce qui en fera 120 dans la cir- 
oon/Sfrence , et il n'y aura plus qu'à partager chacune de ces 
dernières parties en trois. ^ 

390* lia division de la circonférence en parties égales est une 
opération nécessaire dans la pratique d'un grand nombre d'arts. 
Ainsi le constructeur de machines ne peut exécuter les roues 
dentées, les pignons et les lanternes des engrenages, les cylindres 
cannelés que l'on emploie pour le filage mécanique du coton, 
de la laine , etG«, sans diviser une circonfiu*enoe en parties ^ales« 
Mais c'est surtout dans la fabrication des instrumens de mathé- 
matiques et d'astronomie que l'exactitude des divisions est indis- 
pensable* Aussi a-t-on inventé, pour diviser avec rigueur les 
limbes de ces instrumens , des machines fort ingénieuses, qiais 
dont la description nous entraînerait trop loin. 

THiORiMB. 

391 • Deux polygones réguliers d^un même nombre de 
côtés sont semblables ^ et leurs périmètres sont proportion- 
nels aua: rayons des cercles qui leur sont inscrits et cir- 
conscrits, 

1.0 En effet tons les angles au centre des deux polygones sont 
égaux (368) : donc on pourra, placer les deux polygones de ma- 
nière que tous les angles an centre de l'un coïncident avec ceux 
de l'antre; et, comme leurs côtés seront parallèles deux à 
deox (279), les devx polygones satisferont à la définition du 
n,o 324 , et seront par conséquent semblables* 

2.0 Soient AB et A'B' les côtés de deux polygones réguliers Fig. S07. 
d'un ToéiAt nombre de côtés; O et 0' les centres des cercles 
inscrits et circonscrits à chacun d'eux; CI et €fl\ OA et O'A', les 
rayoxw de ces cercles. Les deux triangles OAI et O'A'I' sont 
éqnîangles : car, les angles au centre AOB et A'O'B' étant égànx, 
leurs moitiés AOI et A' 01' le sont aussi ; de plus les angles I et t 
sont droits. On aura donc la proportion 

Ai: AT:: 01:0*1' ::oa:o'a'^ 
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OU, en doublant les deux termes du premier rapport^ 

AB ; AV : : oi : ot : : oà : ov $ 

ce qui proure que les côtés de deux polygones réguliers 
semblables sont proportionnels à leurs rayons et à leurs 
apothèmes. Maïs ces cotés sont aussi proportionnels aux péri- 
mètres des deux polygones (343) : donc, enfin, les périmètres de 
deux polygones réguliers semblables sont proportionnels à leurs 
rayons et à leurs apothèmes* 

392. €0R0iLÀimB. Si l'on proposait de construire sur nn» 
droite donnée AB un polygone régulier d'une espèce donnée^ 
par exemple un pentédécagone , en ccMnmencerait par inscrire 
un pareil polygone dans une circonférence quekonque, et la 
question se trouyerait ainsi ramenée an problème du n^^* 355. 

393. Si l'on inscrit dans une circonférence un polygone régu-^ 
lier quelconque , et ensuite une série de polygones réguliers, tek 
que chacun d'eux ait deux fois plus de^ cotés que le précédent, 
il est clair que l'on arrivera bientôt à un polygone dont les côtés 
seront si petits qu'ils se confondront sensiblement avec les arcs 
qu'ils sous-tendent Si donc, au lieu de s'arrêter à un pareil po- 
lygone, on continue, par la pensée, de doubler le nombre des 
côtés i on conçoit que y quand leur nombre sera devenu infini , le 
polygone se conrondra avec Iç cercle, de sorte que Von peut 
regarder le cercle comme un polygone régulier d'unnombre 
infini de côtés infiniment petits. Ces côtés se nomment les 
élémens de la circonférence; et l'on voit, d'après la définition 
du n."* 107, que la tangente à la circonférence en un point 
donné n^est autre chose que le prolongement indéfini de 
Vêlement sur lequel ce point est situé (a). 

394. L'angle extérieur formé par deux élémens consécutifs, 
que l'on nomme Sangle de contingence, est infiniment petit s 
car nous avons vu, dans la note (a) du n.* 365, que l'angle d'un 
polygone régulier différait infiniment peu,éeâevai droits quand 
le nombre des côté» de ce polygone était infini. .^ 



(a) Ce que nous venons de dire de U eifooni%renoe s'appHquerait évidem- 
ment à une courbe quelconque > de sorte que Von peut regarder toute courbe 
comme une brisée compoêée d*un nombre infini de càtéê infiniment petits , 
c6té8 que l'on nomme aussi les élémens de la courbe, et qu'ainsi la tangente 
en un point d*une courbe n^est autre cho9e que le pivhngement indéfini de 
d'élément sur lequel ce point est situe. 
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395* Il sait de cette noorelle manière d'envisager le cercle, 
qu'il doit jouir de tontes les propriétés des polygones réguliers 
<^UM sont indépendantes du nombre de leors oolés, et que par 
oonaëqnent les circonférenceê de deux cercles sont propor- 
^ionnelies à leurs rayons. Mais , comme cette proposition est 
fwt importante , nous allons l'établir sur des principes plus ri- 
Çooreux que les considératiotts qui nous: j ont conduit* Mous 
<lémontrerons en conséquence les deux lemmes suif ans* 



LBlfHB. 



306. Toute ligne qui enveloppe d^une extrémité à C autre 
m^ne ligne corteib quelconque AMB est plua longue quç ''i- ^o^* 
celle-ci» 

En effet, si la ligne AMB n'est pas plus petite que tontes celles ' 
c^i l'enveloppent, il existera parmi celles-ci nne ligne AGDB 
ylna courte qœ toutes les antres. Menez entre les deux lignes 
AMB et AGDB une droite «joelconqae T^, qui ne rencontre 
-point AMB, en qui, du moins, ne fasse que la toncber, ce qui 
€Bt possible, puisque AMB est convexe. Or la droite ÏG est plus 
petite que F€DG : donc, en ajoutant de part et d'antre A F et 
6 B, on aura : AFGB -^ACDB^ donc il était absuxde de supposer 
que ACDB (Û% la plus courte de toutes les lignes qui enveloppent 
A M B ; et , comme on pourrait répéter le même raisonnement sur 
tontes les lignes qoî entourent AMB , on doit en condnre que 
AMB est effectivement moindre que toutes les lignes qui l'en- 
veloppent. 

397. Sgholib I. Bemarqnons que le théorème dn n.^ 42 n'est 
quNm cas particulier de celui-ci* 

398. ScRoiiB n. Bemarquons encore que le raisonnement pré^ 
cèdent conviendrait également au cas où la ligne convexe AMB 
serait iermée, et que la ligne enveloppante aurait avec eHe un 
on plusieurs points communs, on même aucun point commun* 

LBHVB. 

399. Deux circonférences concentriques étant données , 
on peut toujours inscrire dans la plus grande un polygone 
régdier dont les côtés ne rencontrent pas la plus petite, 
et circonscrire à la plus petite un polygone régulier dont 
les côtés ne rencontrent pas la plus grande. 
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Fig. 209. '1.0 £d un point quelconque G de la petite circonférence, 
menez-lui une tangente AB terminée à la grande. Cela fait, portes 
le rayon OA de A en K sur la grande circonférence. Si le point 
K tombe au dessus de B, la corde AK sera moindre que AB (1 1 9^« 
et partant sera plus éloignée du centre que eelle-ci (123) : donc 
l'hexagone régulier résoudra le problème. Si Farc AK est plias 
grand que A MB, on le divisera en deux parties égales; pais 
chacune de ses moitiés aussi en deux parties égales, si elles satr^ 
passent A MB, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un 
arc moindre que AMB ; ce qui arrivera nécessairement, puisque 
l'on peut concevoir la bissection des ares poussée indéfiniment(a)« 
' lia corde AD de ce dernier arc sera moindre que AB^ et ne 
pourra point, par conséquent, rencontrer la petite circonférence* 
Ce sera donc le c6té du polygone inscrit demandé. 

2.0 Cette première partie du problème élant résolue, on Joiiv 
dra le centre avec les extrémità A et D du c6té du polygone 
inscrit; on abaissera de ce centre une perpendiculaire OF siir 
ce coté; et, menant au point V de la petite circonférence une 
tangente A'D' terminée à la rencontre de OA et de OD, A'I>' sera 
k côté du polygone circonscrit demandé. Ce sera le coté d'an 
polygone régulier s car Fangle A'OD' est une partie aliquete de 
quatre droits, et l'on pourra d'aiUeurs achever le polygone 
■par la méthode du nfi 370« Il est évident qu'il ne rencontrera 
pas la grande circonférence. On pent dire en eOèt que la simi- 
litude des triangles OFA et OF'A' donne OF : OF* : : OA : OA . 
MaisOF>OF' :donc aussi OA>OAV 

Fijf. no. 400* ScHoui. Si Fon a dets arcs concentriques AB et A'B' 
correspondant à un même angle au centre AOB, on pourra de 
même inscrire au plus grand une brisée régulière (367), qui ne 
rencontre pas le plus petit, et circonscrire à celui-ci une brisée 
régulière qui ne rencontre pas le plus grand. Il suffira, pour 
obtenir la première brisée, de diviser Farc AB successivement 
en 2, 41 , 8, 16* . . . parties égales, jusqu'à ce qu'on arrive à un 
arc moindre que l'arc DM F sous-tendu par la tangente menée 



(a) £a eflTet ces arcs successifs sont les termes d'une progression |>ar quo- 
tient, dont la raison est }, et qui se prolonge indéfiniment : or nous avons 
démontré (Arith., 398^) que le dernier terme d'une progression géoméirîqiu; 
décroissante est d*aatant plus petit qu'il est plus éloigné du premier, et qu'il 
a zéro pour limite lorsque la progression se prolonge indéfiniment 
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ji Parc A'B' par son milieu. La seconde brisée s'obtiendra ensuite 
par la construction que nous ayons donnée dans la seconde partie 
^o numéro précédent. 

4M)f • Deux circonférences sont proportionnelles à leurs 
rayons OA et O'À' , c'est-à-dire que l'on aura la proportion (a) f]g. 211. 
cire OA : cire C'A' : : OA : O'A'. 

£n ettei^ si cette proportion n'est pas vraie , et que l'on ob- 
aerre qu'il y a des circonférences de toutes les grandeurs, puisque, 
le rayon croissant d*nne manière .continue depuis zéro jusqu'à 
l'infini, la circonférence croit aussi d'une manière continue , 

depuis zéro jusqu'à l'infini , on Terra que l'on pourra toujours 
former une proportion dont les trois premiers termes soient 
OA,0'A' et cire OA, et dont le quatrième sera une circonférence 
-plus grande ou plus petite que cire O'A'. Supposons que ce 

quatrième terme soit cire O'k' '^circ O'A' (396) , de sorte que 

l'on ait : 

OA : O'A' : : drc OA : «Vc O' A" (!> 

J'inscris dans la circonférence O'A' un polygone régulier dont 
les côtés ne rencontrent pas la circonférence O'A", et f inscris 
dans la circonférence OA un polygone semblable à celui-cL 
Alors, si nous désignons par P et P' les périmètres des polygones 
inscrits aux deux circonférences OA et O'A', nous aurons la pro- 
X>ortion (391) 

Cette proportion étant liée à la précédente par le rapport 
commun OA * O'A', on en conclut: 

cire OA : circOT I .' P : P' (3), 

proportion absurde: car, le premier antécédent étant plus grand 
que le second, tandis que le premier conséquent est plus petit 
que le second, le produit des extrêmes surpasse celui des moyens. 
Mais cette proportion résulte des proportions (1) et (2); ei, 
comme la yérité de celle-ci a été démontrée^ il faut nécessaire- 
ment que la proportion (1) soit fausse : donc son quatrième terme 
ne peut pas être moindre que cire O'A'. Mab on prouTerait de 

(a) Nous désigneront désormais, pour abréger, par cire R h circonférence 
ikMit le rayon est R. 
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la même manière qu'il ne saurait dou plus la snrpasfler : on doit 
donc en conclure nécessairement qu'il esicirc O'Â'i et qu'ainsi 

OA ; C'A' : : cire OA ; cire 0' A' , 
ce qu'il fallait dëmontrer. 

Remarquons que^ pour lier la {uroportion bypotbëtique (1) 
ayec celle qui résulte de l'application du principe èa ïu^ 39f y par 
un rapport commun, il faut que les deux polygones soient 
tous deux inscrits ou tous deux circonscrits aux circonfé- 
rences proposées OA et 0' A', et que, pour que la proportion (3) 
soît impossible, le polygone P' doit être compris entre tes 
deux circonférences €fA! et D'A". 

402. GoROLLi.iKE I» Deux ares semblables sont proportion" 
nels à leurs rayons. 

Soient^ en efËaty BAG et B'A'G' lesdeux arcs, et et 0' les angles 
correspondans : il suit du théorème du n«° 151 que chacun de 
ces angles est à quatre droits comme l'arc compris entre ses 
côtés est à la circonférence dont il fait partie; ainsi 
; a droits : : BAC : cire OB, 
0' : tk droits : : B'A'C ; cire O'B'. 
Mais, comme les arcs BAC et B'A'G' sont semblables, les 
angles et 0' sont égaux (324 et 330) : donc ces deux proportions 
sont liées par un rapport commun , de sorte que l'on en tire : 

BAC : ciVcOB : ; B'A*C' ; cire OB', 
ou BAC ; BAC : : cire OB ; cire O'B' : : OB : OB'. 

403* C0B.0LLÀIB.E II» Les circonférences de deux cercle» 
sont proportionnelles à leurs diamètres : ainsi le rapport d'une 
circonférence quelconque à son diamètre est le même que celui 
de toute autre circonférence à son diamètre , et est par consé- 
quent un nombre constant. Or le rapport de deux quantités ese 
le quotient qu'on obtient en diyisant la première par ia seconde :. 
donc, 

Si Von multiplie li eàpport j>s la ciBCOUFiRBiicB au du- 
HàTBB par le diamètre d*une circonférence, on aura la 
longueur de cette circonférence; 

Et , si Von divise la longueur d^une circonférence par 
le rapport de la circonférence au diamètre, on aura celle 
de son diamètre^ 

Nous conviendrons désormais de représenter le rapport de la 
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csirconfërenoe au diamètre par la lettre 7; et alors, si Ton désigne 
par H, la longueur du rayon d'une circonférence, nous exprime- 
x-oDB les deux règles précédentes par les formules 

arcR=:27.R, et2R = ^^!!^ 

OccoponsHoons maintenant de la détermination de ce nombre t« 
JLa solution que nous allons donner de ce problème est fondée sur 
le théorème suÎTant. 

THéoRiiiy* 

404* On peut toujours inscrire et circonscrire à un cercle 
deux polygones réguliers semblables , tels que la différence 
de leurs périmètres soit moindre que toute grandeur donnée* 

Soient R le rajon de la circonférence donnée, P et ;? les péri- 
jnètres de deux polygones réguliers semblables, circonscrit et 
inscrit à cette circonférence , et r l'apothème du second* On 
aura (591): 

p : P ; : R : r; 

d'où, dividende, 

p— ;;;p::r— r:R, 

et par conséquent 

Or, SI l'on inscrit et circonscrit à la circonférence des poly- 
gones dont les cotés soient de deux en deux fois plus nombreux, 
les valeurs successives de P, <]uantilé toujours plus grande que 
la circonférence (396), iront constamment en diminuant, tandis 
que celles de r, quantité toujours moindre que R, augmenteront 

continoellement : donc le produit — ^ — = — \ c'est-à-dire P — p, 

décroîtra sans cesse; de sorte que, si l'on peut prouver qne le 

licteur (R -— r) peut être rendu moindre que toute grandeur 

donnée J^, il sera prouvé que la différence P— p jouira aussi de 

la même propriété. Or, si l'on prend sur le rayon O I nne distance Fig. i 9^ 

1K=2 J^ , et que l'on mène la corde AB perpendiculaire à 01, on 

pourra toujours, en continuant de doubler le nombre des côtés 

des polygones, arriver à un polygone inscrit, tel que l'arc sous- 

tenda par son côté soit moindre que AIB : son apotbéme r sera 

donc plus grand que OK , et par conséquent la différence R — r 

sera moindre que «T. 
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405. TVower le rapport de la circonférence au 

Le rapport de la circonférence an diamètre étant le m^ 
pour tontes les circonférences possibles, nous considérerons oelle 
dont le rayon est l'anîté linéaire : son diamètre sera 2. Si donc 
nous pouvons calculer la longueur de cette circonférence, eo em 
prenant la moitié, nous aurons résolu le problème. Ainsi la 
question est ramenée à calculer la longueur de la circonférence 
dont le rayon est l'unité linéaire* 

Le tbéorème qui précède fournit le moyen de calculer cette 
longueur, sinon exactement, du moins arec tel degré d'appi'o- 
ximation que Ton youdra : car, si l'on demande la valeur de ^7 
à moins d^un millième prês^ par exemple, on n'aura qii'*â. 
inscrire et à circonscrire à la circonférence dont le rayon est 
Tunité , deux polygones réguHers semblables , dont les périmètres 
différeront au plus de quatre millièmes* Mais notre circoafë- 
rence sera comprise entre l'un de oes périmètres et leur moyenne 
différetUieUe : donc elle différera de cette moyenne de moins 
de deux millièmes; par conséquent , en prenant la moitié de cette 
moyenne , on aura le rapport de la circonférence au diamètre 
à moins d^un millième prés, comme on le demande. Occupons- 
nous donc du calcul des périmètres de nos deux polygones* 

On commencera par inscrire dans notre circonférence Vun 
des polygones réguliers qae nous savons y inscrire; et, comme 
le côté de lliexagone est égal au rayon , et par conséquent à I 
dans notre hypothèse, nous partirons de ce polygone. Nous 
pourrons ensuite , au moyen de la formule 

__ 2K.a 

du n.<> 370 , calculer le coté de l'hexagone régulier circonscrit, 
en y faisant B=a=1. On trouvera ainsi pour valeur de ce 
côté : 

Multipliant par 6 les valeurs des côtés de ces hexagones, on 
aura celles de leurs périmètres; mais, comme la différence de 
ces périmètres surpasse 0,004 , on devra passer aux polygones 
de 12 côtés. 
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On obtiendra la valeur da coté da dodécagone inscrit, en 
aiaant li=:ii=l , dans la formule du nfi 372 : 

Puis on calculera le coté du dodécagone circonscrit, en faisant 
R. = i^eta ^al à la valeur trouvée pour ^ dans l'expression pré- 
^^^nfe de x. Multipliant enfin par 12 les côtés des deux dodéca- 
gones^ on aura leurs périmètres; et si la différence de ces péri- 
oiètres surpasse 0,004 , on passera successivement aux polygones 
de 24 , 48 , 96, etc., côtés , jusqu'à ce que l'on arrive à deux poly-* 
gones semblables , dont la différence des périmètres ne surpasse 
point quatre millièmes : il n'y aura plus alors qu'à additionner ces 
deux périmètres, et à prendre le quart de la somme. On a trouvé 
que les périmètres des polygones de 96 côt& étaient : 

6,282 
6,285 

Somme. 12,567 d'où. . . 7=:3,141. 

Telle est donc la valeur du rapport de la circonférence au 
diamètre exacte à moins d'un millième* Or Legendre a démontré 
que non-seulement ce rapport, mais que son carré même était 
incommensurable : ainsi on ne peut l'obtenir qu'avec une ap- 
proximation plus on moins grande* An moyen d'une méthode 
pins expéditive que la précédente, on a poussé le calcul de la 
valeur de ^ jusqu'à 154 décimales; et il est facile de voir qu'en 
employant cette valeur pour calculer la circonférence d'un 
cercle dont le rayon serait la distance moyenne de la terre au 
soleil , c'est-à-dire de plus de 38 millions de lieues de 2000 
toises, l'erreur serait bien moindre que l'épaisseur d'un cheveu. 
La valeur de ^ exacte à moins d'une demi^unité du dixième 
ordre décimal est 

^=3,1415926536, 
et elle a pour logarithme 

Z.^=0,49714 98727. 

Kn réduisant cette valeur de ^ en fraction continue , et for-* 
roant ensuite les réduites, on a trouvé les deux valeurs suivantes 
de ce rapport : 

Le premier est dû à ArchimèdCy et est exact à moins de deux 
millièmes près. Le second a été découvert par Métius^ dont il 
a conservé le nom. Il n'est pas &utif d^un demi^millioniàme : 
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aussi esl-il frëquemment employé* II est d'allfeurs Êicile à re- 
tenir, en observant que, si l'on écrit deux fois chacun des tra& 
premiers nombres impairs 1 , 3, 5, de cette manière 1 1355^, 
les deux moitiés de ce nombre 115 et 555, sont précisément ks 
deux termes de ce rapport* 

406. La géométrie élémentaire ne fournît pas de m^thoAf i 
pour rectifier la circonférence , c'est-à-^lre pour trouver* um i 
ligne droite qui soit rigoureusement égale en longueur À u» 
circonférence donnée. Aussi, pour résoudre ce problème, q^xi m 
présente souyent dans la pratique des arts, il faut avoir reconn 
aux méthodes d'approximation* Si l'on Teut faire usage da rap' 
port d'Archimède , il n'y aura qu'à porter sur une ligne droite 
22 fois la septième partie du diamètre, ce qui exige qu'on le dirâe | 
en sept parties égales , opération assez minutieuse* Ce serait Ineu 
pis si Ton roulait employer le rapport de Hétins : car on dewrm 
alors diviser le diamètre en 1 15 parties égales* La méthode qtt 
suivent la plupart des artistes est moins exacte sans être l>eaft- 
coup plus simple. En effet , lorsqt^ils veulent rectifier une cir- 
conférence , ils la partagent en un très-grand nombre de pax^tm; 
et portent ensuite bout à bout sur une ligne droite les cordes 
de tous les arcs ainsi obtenus* La longueur déterminée de cette 
manière est trop petite, mais elle l'est d'autant moins qtxe h 
nombre des divisions de la circonférence est plus grand (375) 
Toici une méthode fort simple , et qui est en même temps sas* 
ceptible d'une grande exactitude* 
Fig. 2il Inscrivez , dans la circonférence à rectifier, une corde AB 
égale au rayon ; tirez le diamètre IG perpendiculaire sur cette 
corde , et menez au point G une tangente terminée au proloo- 
gement du rayon OA; portez enfin trois fôfs le rayon sur cette 
tangente à partir de F, et joignez GI : cette droite sera à très-' 
peu près égale à la moitié de la circonférence (a). 

(a) En effet, la similitude des triangles OGF et OKA donne: 
FC=î-^î parUnt CG^ '^ ^^T y^^ ; le triangle rectangle CIG donr 
♦ nera alors : 

S 

Mais la demî-circonfôrence est égale à 

K-3,U15926: 
donc l'erreur est R« 0,000059, c'est-à-dire moindre que rZoôÔQ fl« rayon. 



} 
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407* Le théorème du n.^ 401 donne lîeu à une foule i'appU» 
«nations importantes dans les arts : il fournît en particulier le 
jmoyen de calculer le rapport des vitesses de deux roues dont 
A'uoe conduit l'autre, soit par le contact de leurs circonférences, 
soit par Tiolermédiaire d'une courroie ou d'une chaîne sans 

£n e£Eet, dans le premier cas, tons les points de la circonfé- 
rence de la roue sur laquelle agit le moteur allant successire» 
vnent pousser l'autre, on toit que quand la plus grande aura 
fiait un tour , la plus petite en aura fait autant que sa circonfé* 
renée sera contenue de uns dans celle de cette plus grande. 

Dans le second cas-, la chaîne qui enveloppe les deux roues 
s'enroule évidemment sur la plus petite à mesure qu'elle aban« 
«lonne la plus grande : de sorte que quand cello-cî aura fait un 
Aour, tous les points d'une longueur de la chaîne égale à cette 
oirconférence se seront présentés successivement au contact 
aTCC la petite : ainsi cette dernière aura fait autant de tours que 
sa circonférence est contenue de fois dans celle de la plus grande 
Toue. 

Or les circonférences sont proportionnelles à leurs rayons : 
donc les vitesses de dfiux roues dont Pune conduit Vautre, 
sont en raison inverse de leurs rayons» 

C'est encore eur ce même théorème qu'est fondée en partie la 
construction des roues dentées* On les exécute en effet de la ma- 
nière suivante : des points qui doivent servir de centres aux deux 
roues , et avec des rayons qui sont en raison inverse des vitesses 
qu'elles doivent avoir, on décrit deux circonférences tangentes 
OT^O'T, que l'on nomme circonférences primitives; puis on ipi^, #f^| 
arme les deux couronnes OÀ, O'A' de dents en nombres propor- 
tionnels aux rayons des circonférences primitives : ainsi les arcs 
de ces circonférences interceptés entre les milieux des différentes 
dents consécutives, sont tous égaux etatre eux pour l'une et Fantre 
roue. 

Il suit de ce tracé que si l'on a disposé la hauteur, l'épaisseur 
et l'espacement des dents de façon que dès l'instant oh une dent 
a poussé sa correspondante jusqu'à son extrémité , les dents qui * 

viennent immédiatement après soient à leur tour en prise , le 
mouvement se transmettra uniformément d'une roue à l'autre ; 
et l'on voit qu'autant de fois le nombre des dents de la plus 
grande contiendra celui des dents de la plus petite , autant 
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celle-ci fera de toars qaand la première en exécatera un y de 
sorte que leurs vitesses seront en raison inverse des nombres 
de leurs dents ^ ou, ce qui revient au même, en raison in- 
i^erse de leurs rayons* Ainsi il sera facile de calculer, dans un 
système de roues dentées , le rapport des vitesses des deux 
roues extrêmes, et l'on trouvera qu'il est égal à celui du 
produit des nombres des dents des roues au produit éles 
nombres des ailes des pignons» 

Pour que le mouvement soit rigoureusement uniforme pen- 
dant le temps où une dent est en prise avec sa correspondante , îl 
faut que les dents soient terminées par des courbes que l'on 
enseigne à tracer dans les ouvrages sur la théorie des machines; 
msàsy comme ce tracé est assez délicat, on élude la difficulté en 
multipliant le nombre des dents. Il suffit alors de leur donner 
la figure d'un rectangle dont on arrondît l^èrement les angles* 
Alors elles prennent bientôt » en s'usant, une forme plus con^ 
venable* 



CHAPITRE V. 

DE la' MESURE DES AIEES. 

408* L'airb d^une figure est la portion de V étendue super-* 
ficielle comprise entre les lignes qui terminent cette figure. 
Pour mesurer cette aire , on la compare à une autre que l'on 
prend pour unité* Dans toute la suite de cet ouvrage nous 
prendrons pour unité superficielle Vaire du carré dont le 
côté est égal à Vanité linéaire , de sorte que la mesure de 
Faire d'une figure sera le rapport de son aire à celle du 
carré qui a pour côté Punité de longueur* 

409. Les aires de deux rectangles de même base sont 
proportionnelles à leurs hauteurs. 

Fîg. 214. Soient, en effet, ÂBGD et FGIK deux rectangles , que nous 
désignerons, pour plus de simplicité, par AG et par FI, et dont 
les bases A B et F G sont égales. Portons la hauteur KF du second 
sur celle AD du premier autant de fois que la chose sera pos- 
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Mbie* Noos trouf erons qu'elle y est conleniie deux fois atec le 
reste OD, de sorte que 

AD=2KF-pOD. 
Mais BÏ par les points de dîraion M et nous menons des 
parallèles à AB, nous formerons les rectangles AN et HP res« 
pectiVement égaux à FI : car il est é? ident que ces trois rectangles 
aont saperposables ; donc 

AC=2FI + 0C. 

Oq Toit donc que le rectangle AC contient le 'rectangle FI 

autant de fois que la hauteur AD contient la hauteur FK, et 

que le rectangle restant OG a pour hauteur le reste 0D« Par 

conséquent 9 si l'on porte à son tour OD sur FK, et que par les 

points de division on mène des parallèles à FG , on verra que 

le rectangle FI contiendra le rectangle OG autant de fois que 

la haateur FK contiendra la hauteur OD, et que le rectangle 

Testant aura pour hauteur la partie restante de FK; et ainsi de 

suite si l'on continue d'effectuer sur les hauteurs AD et FK, et 

snr les rectangles AG et FI, les opérations nécessaires pour trou* 

-ver la conomnne mesure des deux premières quantités et celle 

des deux antres. Les deux séries de quotiens que l'on trouvera 

ainsi seront donc les mêmes : donc le rapport des deux reo- 

tangles AG et FI est le même que celui de leurs hauteurs AD et 

FK (37); donc on a la proportion 

ac:fi::ad:fk, 

ce qu'il foUait démontrer. 

410. ScHOLis. On peut dire aussi que deux rectangles de 
même hauteur sont proportionnels à leurs hases : car les 
noms de hase et de hauteur s'appliquent indiffîremment à cha- 
cun des deux côtés contigus d'un rectangle. 

THioxiMB. 

Ali. Les aires de deux rectangles quelconques sont pro' 
fortionnelles aux produits de leurs bases par leurs hauteurs, 
c'est-à-dire aux produits des nombres abstraits qui expriment 
les longueurs respectives de ces lignes. 

Soient R et R' les aires des deux rectangles proposés ; ^ et ^, 
V et V, les longueurs de leurs hases et de leurs hauteurs respec- 
tives. Construisons un troisième Vectangle R" qui ait même 

13 
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base b que le premier, et même hauteur h' que le second. Alors^ 
si BOUS le comparons successivement aux rectangles R et R', nous 
aurons y d'après le théorème précédent et d'après sa scholie, les 
proportions 

R. ; R' tt ?il V 1 ^-^ 

R":R'::t:^' ( ^^' 

d^où, en multipliant ces deux proportions par ordre, et suppri- 
mant le facteur R" commun aux deux termes du premier l'ap- 
port de la proportion produit, 

ce qui démontre notre théorème (a). 

412. Uaire tP un rectangle a pour mesure le produit de 
SB boÂC par sa hauteur , c'est-à-dîre que le rapport de cetfe 
aire à celle du carré qui a pour côté l'unité linéaire, est ég^ 
an produit des deux nombres abstraits qui expriment -les rap' 
ports respectifs de sa base et de sa hauteur à cette unité linéaîrer 

Désignons, en effet, par R Paire du rectangle à mesurer; par 
h et par h les longueurs respectives de sa base et de sa hauteur; 
par Q Paire du carré que l'on prend pour unité de superficie : 
lâ base et la hauteur de ce carré seront donc égales chacune à 
l'unité linéaire ; donc, en vertu du théorème précédent, le rap 
port du rectangle R au carré Q sera égal au rapport du produit 
^ «Il au produit 1*1, c'est-à-dire à b*h; ainsi 

Mais le rapport ^ estla mesure de Paire du rectangle R (iQ8): 

donc cette mesure est égale au produit des deux nombres abs- 
traits qui expriment les rapports de la base et de la hauteur du 



(fl) Remarquons que dans les proportions (1) on pourrait bien regartkr les 
lettres R, R', R", comme représentant des rectangles, etby6\h^ h' comme 
représentant des lignes, puisque les deux termes de chaque rapport sont alors 
des quantités homogènes; mab que, pour pouvoir multiplier ces proportions 
par ordre , U devient indispensable de regarder ces lettres comme représentant 
les nombres abstraits qui expriment les rapports de chacune de ces quantités 
à l'unité de son espèce. U serait absurde en elTet de prétendre multiplier un 
vectan^e par un autre rectangle. 
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rectangle â l'aoité linéaire ;/lonc Vaire éPun rectan^e a pour 
mesure le produit de sa hase par sa hauteur* 

413. La yëritë de cette proposition devient évidente àl'inspection 
seule delà figure , lorsque les longueurs des deux dimensions dn. 
rectangle (on appelle ainsi sa base et sa hauteur) sont des nombres 
entiers: car si, après avoir porté le côté du carré que I'od prend 
pour oiiité de superficie, c'est-à-dire l'unité linéaire, sur chacune 
des dimensions du rectangle, on mène par tous les points dedivi-* 
sionde la hauteur AD des parallèles à la base, on le partagera Fig. SIS. 
en autant de rectangles de même base et d'une unité de hauteur 
qu'il j a d'unités dans AD. Mais si l'on mène aussi des parallèles 
é la hauteur par tous les points de division de la base AB , on 
partagera chacun da ces rectangles partiek en autant de carrés 
ayant l'unité linéaire poiur coté, que cette unité est contenue de 
fois dans AB : donc, enfin, le rectangle proposé contiendra autant 
de fois l'unité toperficlelle qu'il y a d'unités dans le produit du 
nombre d'unités linéaires de sa base par le nombre d'unités 
linéaires de sa hauteur. 

Il sera Csicile d'étendre cette démonstration au cas où les lon- 
gueurs des dimensions du rectangle seraient des nombres frac- 
tionnaires. Supposons, par exemple, que AB=3» •^, et que Ffg. SfS. 
BG=2'° ^ : si Fon mène encore des parallèles aux côtés du 
rectangle par les points de division de sa base et de sa hauteur, 
on le partagera en mètres carrés et en parties de mètre carré» 
Or le petit rectangle Eb vaut les ^ d'un mètre carré. C^IO) : 
ainsi le rectangle A b contient 5°**'^-~-; par conséquent le rectangle 
kc vaut 3^''-— X 2. Mais le rectangle dC est les -^ du ree- 
tangle kb (409) , et vaut ainsi S"'' ^ X t^ : donc le rectangle 

total vaut 3-^^, X 2 + ù'^'^^.X ^ = (?-h x2^) mètres 
carrés , c'est-à-dire le produit de sa base par sa hauteur* 

THÉOKàlfB. 

414. Vaire d'un carré a pour mesure la seconde puis^ 
sance de son côté. 

En effet , le carré étant un rectangle dont les deux dimensions 
tout égales, son aire aura pour mesure la seconde puissance de 
l'une d'elles (a). 

(a) Alod, lorsque l'on forme la aecoode poluanee d'iin nombre , on exécute 
ropératkMk nèccisaire poor évaluer Taire dn carré dont le côté oonliendralC 
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415. GoaoLLÀiBJB !• Si l'on obser.?e que les carrés des nom-* 
bres 1,2,3,495.. .• sont respectivement 1,4,9, 16,25.... » 
on Terra que le carré construit sur une ligne double, triple , qua- 
druple, quintuple y etc. , d'une autre, sera 4,9,16, 25* fois 

plus grand que celui fait sur cette antre. 

Réciproquement, pour faire un carré qui soit 4,9, 16, 25. . . , 
fois plus grand ou plus petit qu'un autre , il faudra le con ruire 

sur une droite qui soit 2^ 3, 4, 5 fois plus ou moins 

grande que le côté de cet autre carré. 

416. GoaoLLiiEB n. En France, où le mètre est l'unité li- 
néaire, r unité de superficie est le màtrb careé. Cette unité se 
subdivise en cent décimètres carrés (408 et 41 4). Le décimètre 
cçLrré vaut cent centimètres carrés, et le centimètre carré 
vaut cent millimètres carrés* 

Il suit de là que , pour convertir un nombre quelconque de 
mètres carr^j en DicivÀTEBscAEKés^ ouen GBRTiMàTEBs ciEEés, 
ou en MILLIMETRES CARRÉS , il Suffit d'avancer la 'virgule de 
DBCx , ou de QUATRE , OU de SIX rangs vers la droite. 

Exemple. Quelle est, en mètres carrés , décimètres carr^, 
centimètres carrés et millimètres carrés , l'aire d'un rectangle 
dont la base a 2*^,36, et la hauteur 1 '",234 ? 

Je multiplie entre eux les deux nombres abstraits 2,36 et 
1 ,254 , ce qui donne pour produit 2,9 1 224 : ainsi l'aire demandée 

égale 2"-',91224, c'est-à-dire deuûr mètres carrés quatre-- 
vingt-onze mille deux cent vingt-^quatre cent^millièmes de 
mètre carré ^ ou 2 mètres carrés 91 décimètres carrés 22 
centimètres carrés et 40 millimètres carrés , • 

Autrefois l'unité linéaire était la toise de Paris, dont le rap- 
port au mètre est à-peu-près 1,94904. Elle se subdivisait en 6 
pieds, le pied en 12 pouces, et le pouce en 12 lignes. En consé- 
quence F unité de surface était la toise cAREiE , laquelle va- 
lait 36 PIR9S GiRRis (414). Le p ftt carré se composait de 
144 POucBs CARRÉS, et le pouce carré de 144 lighbs carrées* 

La loi a supprimé ces mesures; < ais elle a malheureusement 
toléré l'usage d'une toise de deux mètres soumise aux mêmes sub- 



prédsément ce nombre-là d'unités linéaires. C'est pour cela qu'on a appelé 
carré d'un nombre la seconde puissance de ce nombre. 

C'est par une raison semblable que Ton emploie l'expression rectangle de 
dewB nombree, pour désigner leur produit 
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dÎTisions que l'ancienne, ce qai fait perdre an système mëtriqne 
son principal avantage pratique , celui du calcul dëcimal. Lorsque 
les dimensions d'un rectangle sont ainsi évaluées en toises et 
fractions de toise , ce qu'il y a de mieux à faire , c'est de convertir 
chacune en unités du dernier ordre. Par exemple, si la base d'un 
rectangle est de 9 5*^ 7^, et sa hauteur de 3' A , on prendra le 
pouce pour unitë linéaire, et par conséquent le pouce carré pour 
unité superficielle ;oa convertira la base et la hauteur en pouces ; 
et , en multipliant entre eux les deux nombres ainsi trouvés , 71 5 
et 26ft, on verra que l'aire de notre rectangle est 188760 pouces 
carrés; et, conmie 1''^ = 1414^''^, on convertira cette aire en 
pieds carrés en divisant 188760 par 144 , ce qui donnera 
1310''' + 120*'''. Mais la toise carrée vaut 36'^ : donc, en divi- 
sant 1310 par 36, on saura combien il y a de toises carrées dans 
notre rectangle. En effectuant cette division , on trouvera pour sa 
xnesure 36»"^ + W^ + 120^^. 

THEOBàMB. 

4 17. Vaire éPun parallélogramme a pour mesure le pro* 
duit de sa hase par sa hauteur* 

En eflet tout parallélogramme est équivalent à un rectangle 
de même base et de même hauteur (234) : leurs aires ont même 
mesure; donc l'aire du parallélogramme est égale an produit de 
sa base par sa hauteur (412). 

418. CoBOLLAiBB. Lcs aircs de deux parallélogranunes qoelcon* 
ques sont proportionnelles à leurs mesures respectives, c'est-à-dire 
aux produits de leurs bases par leurs hauteurs : donc ces paral- 
lélogrammes seront dans le rapport de leurs bases s'ils ont même 
hauteur, on dans celui de leurs hauteurs s'ils ont même base. 

TaiOBÂMB. 

419. Vaire d*un triangle a pour mesure la moitié du pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

En effet nous avons vu que tout triangle est la moitié d'un paral- 
lélogramme de même base et de même hauteur (235). 

420. GoBOLLiiBB I. Les moitiés étant proportionnelles aux tous, 
on voit que les aires de deux triangles quelconques seront 
entre elles comme les produits de leurs bases par leurs hau- 
teurs , et par conséquent comme leurs bases si ces triangles ont 
même hauteur j ou comme leurs hauteurs s'ils ont même base». 
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421. GoK(N[.LiULB II. Pour transformer un triangle en um 
carré, il n'y aura qu'à chercher une moyenne proportion^ 
nelle entre sa base et la moitié de sa hauteur , et Von aurais 
côté du carré demandé : car le carre de cette moyenne pro- 
portionnelle sera ëgal an produit de la base du triangle par Isk 
moitié de sa haotenr, c'est-à-dire à son aire. A.însi l'on prendrez 
rig. 217. le milieu F de la hauteur AD; on prolongera FD d'une quantité 
D G = G B; et, en dëcrivant une demi-circonférence sur F G , or» 
déterminera la moyenne proportionnelle D I entre D F et D G» 

A22. GoacLt AiHB iiK On pourra ainsi transformer un polygone^ 
quelconque en un carré , puisque nous ayons donné précédem-« 
ment le moyen de changer tout polygone en un triangle (268). 

PEOBtàlIB. 

4l23* Etant données les longueurs des trois côtés d'urh 
triangle, calculer son aire» 

rig. iU. Soit ABC le triangle proposé. Désignons par a,b^ c,leB lon- 
gueurs respectives des cotés BG, AC et AB^et par h celle de sa 
hauteur AI. Il est clair que si l'on connaissait l'un des segmena 
de la base , B I , par exemple, on pourrait, au moyen du théo- 
rème de Pythagore (303) ^calculer cette hauteur, et obtenir ainsi 
l'aire de notre triangle. Or on sait que dans tout triangle le 
carré du côté opposé à un angle aigu est égal à la somme des 
carrés des deux autres diminuée du double produit de l'un de 
ces deux côtés par la projection de l'autre sur lui (306). Puis 
donc que BI est la projection du côté AB sur B G, nous aurons i 

XC*=AB" + BC*— 2BG.BI, 

ou 6»=5c» + a*— 2a«BI; 

b* étant ainsi l'excès de c* + a^ sur 2a* BI, on aura la valeur 
de cette quantité en retranchant b* de c* + a% de sorte que 

2a • BI=c* + a* — 6». 

Cette égalité ex^ime que c^ + a^ — b* est le produit de 2 a 
par BI : donc , en le divisant par le facteur 2a , on aura l'autre 
facteur BI; ainsi 

2a 
Nous connaissons donc maintenant dans le triangle rectangle 
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ÀBI , Vhypothënnse AB et le côté BI : donc, en lui appliquaxit 
le théorème de Pythagore, nous aurons: 

(c> + fl> — b^y 4fl*c' — (c^+ g» — h^y 

en réduisant Tentier c» et la fraction qui l'accompagne en une 
seule fraction. Or le nnmërateur de cette dernière fraction est 
la différence de» carrds de 2«c et de c» + a» — i>» 5 et , comme 
on démontre dans l'algèbre que la différence des. carrés 
de deux quantités est égale à la somme de ces quantités 
multipliée par leur différence, et que, pour soustraire une 
quantité d^ une autre, il suffit de V écrire à sa suite avec des 
signes contraires à ceux dont elle est affectée , on verra que 
ce numérateur revient à 

(2tfc+éî* + a' — fc') (2flc — c* — a* + i>)é 
Mais 2a c + c* + a' = (rt + c)* : ainsi la quantité comprise 
dans la première parenthèse revient à (a + c)» — t», c'est-à-dire 
àC«+c + fc)(a + c — fc), puisqu'elle est la différence des carrés 
de (a + c) et de t. La seconde parenthèse 3,ac — c» — a*+£», 
peut être considérée comme ce qui reste , lorsque de fc* on re- 
tranche 4i*+c»— 2tfe, c'est-à-dire le carré de {a — c) relie 
est donc Ja différence des carrés de h et de (a — c), et revient 
par consépent à 

B'aprèa ces transformations la valeur trouvée pour h^ de- 
viendra : 

T^. {a + h-\-c^{a + c—}>S(a+h —c'){h + c—a') 

^ = -^^ ; • 

Si l'on représente le demi-périmètre du triangle par p, et par 

conséquent son périmètre par 2p, on aura : 

a + i-f-c=2p5 

et, retranchant successivement 2a, 2 & et 2 c de part et d'autre, 

il viendra : 

fc + c— a=:2(p— a), 

a-^-c — i>=2(p— fc), 

a + h — c=:2{p — c); 
donc, en substituant dans l'expression de A% et divisant ensuite 
les deux ternies de la fraction par H , 

j. __ 4p(p— a)Cp— f>)(p— c) . 
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partant 

Multipliant enfin cette qaantité par — , on trouvera pour 
expression de Faire A d'un triangle en fonction de ses c&tést 

kz:^Vpip—a){p—b)ip—c)t 

ce qni nous apprend que, pour calculer Faire tTun iricLngie 
en fonction de ses côtés ; il faut du demi^périmètrc du 
triangle retrancher successivement chacun de ses côtés, mul- 
tiplier les trois restes entre euœ et par le demi^périmètre , 
et extraire la racine carrée du produit. 

Si l'on veut appliquer les logarithmes au calcul de la valeur 
de A^ on aura : ^ 

formule qu'il est également facile de traduire en langage or- 
dinûre. 

Exemple. Les trois cotés d'an triangle valent respectivement 
1370°»,M5 1827%12j 2283",9 .- quelle est son aire? 

Je représente ces trois cotés respectivement par ayb^c^el 
leur somme par 2/9, et f exécute les calculs ci-dessous : 

, a = 1570^34 

& = 1827,12 
c = 2283,90 

aj9 = 5481,36 

p =2740,68 L.p=: 3,4378584 

p—a = 1370, 34 L.{p—a) = 3,1368284 

p—bz=s 913,56.....Z.(p— t)=2,960737f 
p—c = 456, 78 Z^Cp— c) = 2,6597071 

12,1951310 
L.A = 6,0975655 
A = 1251888 

Ainsi l'aire du triangle est 1251888°''^, à moins d'un mètre 
carré pris. 
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THéoaàMB. 

KtA» L'aire iPun triante est égale à son périmètre mul- 
tiplié par la moitié de son apothème. 

Si l'on joiaty en effet , le centre da cercle inscrit au triangle Fig. 218.; 
arec ses trois sommets, on le partagera en trois antres qui 
auront pour bases respectives les côtés de ce triangle, et pour 
hautear commune son apotbéme r ainsi leurs aires seront égales 
à ces côtés multipliés chacun par la moitié de cet apotbéme. 
Or y dans l'addition de ces aires partielles, on pourra mettre la 
moitié de l'apotbémo en facteur commun, et l'on trouvera ainsi 
potB.r expression de l'aire demandée la somme des côtés du 
triangle, ou son périmètre par la moitié de son apotbéme. 

THÉO&iMB. , 

4!25. Le produit des trois côtés d!un triangle est égal au 
double de son aire multiplié par le diamètre du cercle 
circonscrit» 

Par un des sommets G du triangle menons le diamètre CD, Fig. 2<8> 
joignons AD, et abaissons du sommet de l'angle A la perpendi- 
culaire AF sur le côté opposé BG« Les deux triangles DAG, 
BAF, sont semblables : car ils sont rectangles, l'un en A, l'antre 
en F; et les angles D et B sont égaux comme inscrits dans le 
même segment CBD A : ainsi leurs côtés bomologues sont pro- ^ 
portionnels, et l'on a 

dc:ab::ac:af; 

d'où, en égalant le produit des extrêmes à celui des moyens , 

AB«AG=AFiDG. 
Xnltipliant ces deux produits cbacun par BC , il viendra : 

BC*AB*AG=BC.AF.DG, 
égalité qui démontre notre proposition : car BC«AF est le 
double de Paire du triangle ABC, et DG est le diamètre du 
cercle circonscrit ^ 

TUiOKàME, 

VH^Vaire iPun trapèze AG a pour mesure la demi^somme Fig. lOS* 
detts hases parallèles AB e^ CD, multipliée par sa hau" 
teur DE. 

Tirons, en e£kt, la diagonale DB :nons partagerons notre tra- 
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pèse en deux triangles ADBet B CD; et il est clair qn'en 

la somme de lenrs aires , nous aurons celle du trapèze ABC D. 

Or le triangle ABD a évidemment pour mesure la moitié de 
sa base AB, moltipliëe par sa hauteur DE, 

iAB«DE. 

Le triangle BC D a de même pour mesure 

{DC.DE: 

car la perpendiculaire que l'on abaisserait de son somniet 11 
sur la base BG serait égale à DE, comme parallèles comprises 
entre parallèles. Additionnant ces deux produits , et mettant D£ 
en facteur commun, il viendra : 

(i.AB + £DC).DE ou ^^ + ^^ >DE, 

c'est-à-dire la demi-somme des bases parallèles du trapèze mul- 
tipliée par sa hauteur. 

427. GoROLLiiKX. Si par le milieu G du coté AD nous menons 
GLK parallèle aux bases AB et CD, nous formerons le triangle 
DGL, semblable à DAB : ainsi les côtés homologues de ces 
triangles seront proportionnels* Mais D G est la moitié de D A : 
donc DL et GL sont les moitiés respectives de DB et de AB; 
donc, si par le milieu de l^un des côtés d^un triangle on 
mène une parallèle à Pan des deux autres côtés y elle ser€» 
la moitié de ce côté, et passera par /e milieu du troisième. 
Il suit de là que le point K sera le milieu de GB, et que LK sera 
la moitié de GD : donc GK est la demi-somme des deux bases 
AB et DG ; donc, Ji par le milieu de Vun des côtés non pa-^ 
rallèles d^un trapèze on mène une parallèle aux hases , 
cette droite passera par le milieu de P autre côté , et sera la 
demi'somme des deux bases. 

On peut donc dire que Paire d^un trapèze a pour mesure 
le produit de la droite qui joint les milieux des côtés non 
parallèles multipliée par sa hauteur. 

428. Il serait facile, en s'appuyant sur la formule (t) du 
n.o 423, de calculer la surface d'un trapèze en fonction de ses 
cotés. Supposons, par exemple , que les côtés parallèles AB et GD 
•oient respectivement de 10"* et de 6°*, et les deux autres 
AD et BG de 3"° et de y. Je mène DO parallèle à GB : cette 
droite vaudra par conséquent 5'", et AO en vaudra 10-«-6=4. 
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i^lors le périmètre da triangle ADO sera 12"', et l'on aura: 
p=6, p— .A0=2,;f— D0=2l, p~ AD= 5;donc, euTèrtu 
de la formule (î) du lïP 423, h=^V' 6. 2. 1*3 = 5, ce qu'on 
aurait pu preVotr, puisque les cotes DA, AO et OD du tri- 
angle ADO ëlant respectivement de 3, 4 et 5 mètres, l'angle A 
est alors droit (307, 3.o). L'aire de notre trapèze aura donc ponr 
mesore 

* * 

TBioainx. 

UI29. Uaire d'un polygone régulier quelconque a pour 
mesure son périmètre multiplié par la moitié de son apo^ 
thème* 

Si l'on Joint, en effet, le centre du cercle inscrit au polygone 
avec cYiacun de ses sommets, on le partagera en autant de 
triangles qu'il a de c^lés : de sorte qu'en additionnant les aires 
de tous ces triangles, on aura celle du polygone proposa. Or ces 
triangles auront pour bases respectives les diffërens côtés du 
polygone, et pour hauteur commune son apothème : ainsi 
chacun d'eux aura ponr mesure le côte du polygone qui lui sert 
de base multiplie par la moitié de cet apotbéme. Dans l'addition 
de ces aires partielles on pourra mettre la moitié de l'apo- 
thème en facteur commun, et alors on trouvera pour l'exprès* 
sion de l'aire demandée, la somme des côtés du polygone, c'est-à« ^ 
dire son périmètre multiplié par la moitié de son apothème. 

Ô30. €oROLLÂiRB. Cette mesure de l'aire d'un polygone ré- 
gulier, étant indépendante du nombre de ses côtés, doit par 
conséquent convenir au cercle : donc Faire d!un cercle a 
pour mesure le produit de sa circonférence multipliée par 
la moitié de son rayon* Nous allons démontrer ce théorème 
indépendamment des considérations du n*° 393. 

THIÊORÂMB* • 

431 • Il aire d^un cercle a pour mesure l^ produit de la 
circonférence multipliée par la moitié du rayon, c'est-à- 
dire que 

cerc O A = cire A • i A. Fig. SSOi 

Kn effet, si le produit cire A • jOA n'est pas la mesure de 
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Faire da cercle A , ce stra la mesure de celle d'un cercle 
dont le rayon sera plus grand ou pins petit que 0A« SQpp<>- 
sons-le plus petit , et soit OA' ce rayon, de sorte que 

cerc OA'=circ OA^^OA (1). 

J'inscris dans la plus grande des deux circonférences un po- 
lygone régulier dont les côtés ne rencontrent pas la plus petite, 
et je représente par A l'aire de ce polygone , et par P son péri- 
mètre. Nous aurons pour expression de cette aSre : 

A=P.,OI (2). 

Or on Toît , en comparant les deux produits cire A • ^ Oi 
et P«-;OIy que le facteur cire OA]>P, et qne le facteur 
^ OA est aussi plus grand que |- 01; qu'ainsi le premier produit 
est plus grand que le second. U faut donc que l'aîre du cercle 
O A' surpasse celle A du polygone A B G D E F, ce qui est absurde, 
puisque ce polygone enveloppe le cercle A'. Or cette absurdité 
est une conséquence des égalités (1) et (2) : la vérité de la seconde 
a été démontrée } donc la première est fausse; donc il n'est pas 
possible que le produit ctrc OA«^OA soit la mesure d'os 
cercle d'un rayon plus petit que OA. On prouverait de même 
que ce produit ne peut mesurer l'aire d'un cercle d'un rayon plus 
grand que A : donc il est la mesure du cercle A. 

432. GoEOLLAiiiB !• Il suit de là et de la règle donnée pour 
calculer la cîrconfik^nce d'un cercle en fonction de son rayos 
(403) , que si l'on représente ce rayon par E, on aura pour me- 
sure de Paire du cercle :2^«R*^R=^«R^; ainsi 

cercR:^=^»R*; 
donc, pour calculer Paire (Tun cercle, il faut multiplier le 
rapport de la circonférence au diamètre par le carré du 
rayon. 

Veut-on, par exemple, l'aire d'un cercle de trois mètres de 
rayon à moins d'un centimètre carrés on observera que, l'expres- 
sion de cette aire étant 9 t , pour que l'erreur soit moindre 
qu'un centimètre carré, c'est-à-dire que rôhz ^^ mètre carré» 
la valeur de cr ne devra pas être fautive de ^^los * ^^ prendra 
donc les cinq premières décimales de la valeur de ^, et l'aire 
demandée sera 3,14159 • 9 = 28»-^ 27^'^'^ 45''- "«. 

433. Corollaire ii. Il suit encore du tbéorème précédent, que, 
pQur trouver la quadrature nu cercle , c'est-à-dire pour cons- 
truire un carré équivalent à un cercle donné, il ne iagit que de 
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chercher une moyenne proportionnelle entre la moitié de 
la circonférence de ce cercle et' son rayon j et l'on aura ainsi 
le cètë du carre demande. Mais , comme noos n'avons pas de 
moyen géometriqne pour rectifier la circonférence (406)^ il s'en« 
smt que nous n'en avons pas non plas pour trouver la quadrature 
du cercle* Qnoicpi'on n'ait pas encore démontré qu'il soit im- 
possible de résoudre ce problème en n'^employant que la règ^ 
etle compas, néanmoins l'inutilité de toutes les tentatives que de- 
puis plus de denx mille ans on a faites pour y parvenir , doit nous 
fiiire penser que ce problème n'est pas du ressort de la géométrie 
élémentaire. Toutefois, si l'on veut, trouver approximativement le 
côté d'un carré équivalent au cercle G de la figure 21 2 , on dé- 
crira sur G . comme diamètre , une demi-circonférence^ on ra-* 
battra le rayon 01 en 10'; on élèvera la perpendiculaire 0-M 
sur IG, et, en joignant IM, on aura à fort peu près le côté du carré 
demandé C50f|,Xo). 

lie calcul permet de résoudre le même problème avec une 
exactitude presque indéfinie : car nous avons vu que Ton a 
poussé la détermination de la valeur du rapport de la cir- 
conférence au diamètre jusqu^à 154 décimales. yeut'K>n, par 
exemple, à moins d'un millième près, le côté du carré équivalent 
a n cer cle dont le rayon serait de 3*° : comme sa valeur est alors 
)^ 9 7, on prendra la valeur de t exacte à moins d'une demi-unité 
du septième ordre décimal , et l'on en déduira : 9^7 =28,274333 , 
en nég\îgjeant les décimales de ce septième ordre, et cette valeur 
B^est pas Cautive d'un millionième. En. en extrayant la racine 
carrée , on trouve pour le côté du carré demandé 5™,317« 

TBiOBiXB. 

434. Vaire £un secteur AMBO (330) a pour mesure pîg. ssi, 
farc AMB, qui lui sert de base, multiplié par la moitié du 
rayon A 0. 

En raisonnant, en effet, comme nous l'avons fait au n«o 131 , 
on démontrerait que l'aire d'un secteur est à celle du cercle 
comme l'arc qui lui sert de base est à la circonférence : de sorte 
qu'en représentant par A Faire d'un secteur, par a la longueur 
de son arc, et par R celle du rayon du cercle auquel il appartient, 
on a la proportion 

A î cerçJi liai cire R. 
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Mahîpliant les deux termes du second rapport par ^ R, il fîei> 
dra : 

A : cerc R : ; a x tR : cîrcR X i R. 

Or les conséqaens de cette dernière proportion sont égani 
(431): donc il en doit être de même des antéoédens; donc 

k=a Xi^R, 
ce qui démontre notre thëorëme* 

435. On iroit ainsi que , pour évaluer Paire d'un secteur , 'Ion* 
qu'on donne seulement le rayon et le nombre de grades et de pai^ 
ties de grades de l'arc qui lui sert de base , on doit commencer 
par calculer la longueur de cet arc. Supposons, par exemple, 
que l'on demande l'aire d'un secteur dont l'arc est de 15 75' et 
le rayon 12°',7« Onobserrera que dans un m^me cercle leslo»* 
gueiurs des arcs sont proportioneiles aux nombres de grades et 
de parties de grade qu'ils contiennent; or la longueur de l'arc de 
200"" est ici 12V X ^ (405), en adoptant le rapport d'Archn 
mède ; donc on aura la longueur de l'arc de 15^ 75' par la pro- 
portion 

200"* ; 15*^75' : : 12V X ^ : x»; 

d'oikl'ontire:xr=:22'",00275, en substituant au rapport des nom- 
bres concrets 200** et 15** 75', le rapport ëquitalent 200 : 15,75, 
Ainsi l'aire de notre secteur est égale à 

(22,00275 X ^')~'»=139* V174625. 

Second exemple* Supposons que, l'arc étant de 15** 25', et le 
rayon de 4^5', on demande l'aire du secteur en toises carrées ^ 
pieds carrés, etc. Nous observerons que si l'on connaissait Ta/re 
demandée en pieds carrés, il serait facile de l'évaluer en toises 
carrées: car une toise carrée vaut 36 pieds carrés (4 16). Prenons 
donc le- pied pour unité linéaire, et convertissons 4' 5'*en pieds^ 
ce qui donnera 29 : alors on déterminera la longueur de l'arc de 
1 5o 25' par la proportion 

180o: 15025' ::29'*.^:jrP. 

Pour substituer au rapport des nombres concrets ISO** et 
15* 25' un rapport de nombres abstraits , on convertira ces deux 
nombres en minutes, ce qui donnera le rapport de 10800 à 92S, 
ou, ce qui revient au même, celui de 432 à 37. On aura donc 
ainsi : 

432: 37:: 29'*^: or'.- 
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ITouy en moUipIiantles antécëdens par 7, et les divisant par 2, 

qu'elle est donc la longueur d'un arc de 15o 25' dans une cîr- 
c^oxmférence dont le rayon a 29 • Pour avoir Taire du secteur, il 
me s'agira plus que de faire le produit des nombres abstraits 
^^'i'il'^ et ^, qui expriment les rapports de Parc et de la moitié du 
ray on au pied , ce qui donnera ?^*ÎP7 pieds carrés , ou , ce qui re- 
Tieot au même, 113^"* 27'-' S**** f = 3*'*5»'* 27'''^54' '^-f. 

456. On appelle sinus ePun arc la perpendiculaire abaissée 
^c Vune de ses extrémités sur le rayon qui passe par Vautre r 
ainsi AP est le sinus de l'arc A M B. 

THiORilIB. 

ft37. Vaire d^un segment de cercle A MBA (350) a pour 
mesure la moitié de son rayon multipliée par l'excès de cet 
£x.rc sur son sinus* 

Bn effet Taire du segment AMB est évidemment la différence 
des aires du secteur AMBO, et du triangle ABO. Mais lesec^ 

BO 

Xewc a pour mesure • AMB; Taire du triangle est égale à 

• A P : donc le segment aura pour mesure la différence de ces 

BO 

deux produits, c'est-à-dire^ en mettant — en facteur commun, 

BO 

— ^ • ( AMB *- AP ) , ce que nous voulions démontrer. 

On voit donc que, quand on connaîtra un arc et son rayon, on 
devra pouvoir calculer le segment de cercle correspondant : car 
le sinus d'un arc donné est nécessairement déterminé. Cependant 
le calcul du sinus d'un arc donné est un problème que la géo- 
métrie élémentaire ne peut résoudre que dans an petit nombre 
de cas très-particuliers, de sorte qu'en général il faudra avoir 
recours à la table des cordes; et en effet le sinus AP de Tare 
AMB est la moitié de la corde AA' qui sons-tend l'arc AMA', 
double de A. MB. 

Exemple. Calculer Vaire d^un segment dont Varc est de 
86^ 1T dans le cercle dont le rayon est R» 

lie sinus de 86^11' est la moitié de la corde qui sous-tend ud 
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arç de 172^22'. Mais notre table ne va que jusqu'à 90° : comment 
donc avoir sa corde ? Pour cela je prends le supplëmenit de 
1 72° 22*, qui est 7° 58', et je trourerai dans la table que la «xurdé 
de cet arc est 1 3,31 . Mais si kA! est la corde 1 72^ 22'^ A'G est «selle 
de 7 38', et le triangle rectangle AA.'G donne, en représentant 

le rayon par r : AA'= V^4r'— -A'C*; et,commela dififérenoe 
des carra de deux quantités est égale au produit de leur somme 
par leur difiérence , nous aurons : 

A A' = /(2r + A'C)(2r— AC) ; 
d'où, en prenant les logarithmes, 

j^,_ /:.(2r+AC)+/:,(ar— A'C) 

Jormtde au moyen de laquelle on pourra calculer la corde 
iTun arc plus grand qu*un quadran en fonction de celle €le 
Varc supplémentaire. En l'appliquant au cas actael, où le 
rayon de notre table vaut 100 unités , et A'G = 1 3,31 , on yerra 
que 

ar + AC=213,31.-..Z:.(2r + A'C)= 2,3290112 

ar—A'C =186,69. . . . Z.(2r— A'C)= 2,2711211 

4,6001333 
Z:.A'A= 2,3000666 
A A' =199,56 
ParUnt sin AMB =99,78. 
Or les cordes , et par conséquent les sinus des arcs semblables 
sont proportionnels aux rayons de ces arcs (352) : donc le sinus 
de 86 11', dans le cercle dont le rayon est R , vaudi*a R • 0,99/8. 
D'un autre coté, on trouvera facilement que la longueur de 
cet arc est R* 3,0096 : donc sa différence avec son sinus est 
R(3,0096— 0,9978) = R- 2,1 118 5 et par conséquent Taire du 

segment égale R • 2,1 1 1 8 • - == RM ,0559. 

PHOBLànB* 

438. Mesurer Paire d'un polygone irrcgulier quelconque* 
Il peut se présenter deux cas , selon que l'intérieur du poly- 
gone est accessible ou qu'il ne l'est pas. 

Premier cas. \fi Si l'on peut parcourir le polygone dans tons 
les sens, on le partagera en triangles, en ayant soin de foire 
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partir tontes les lignes de division du sommet d'un même angle 

si \a chose est possible, et il ne s'agira pins alors que dévaluer 

les aires de ces iiSérens triangles. Pour abroger les opérations, 

on donnera, si cela se peut, la même base à deux triangles ad- 

jacens: car alors, dans l'addition de leurs aires, on àiettra cette 

hase eu /acteur commun, et l'on trouvera ainsi que l'aire du 

quadrilatère forme par ces deux triangles est ëgale à la base 

commune multipliée par la demi-somme de leurs hauteurs. De 

cette manière on remplacera ime multiplication par une addition. 

ÂÎQsî, dans la figure 222, on prendra la diagonale A€ pour base F{g. 222. 

commune des triangles ABC et AD G, et, en abaissant sur cette 

base les perpendiculaires BB' et DD', on verra que , leurs aires 

BB' DD' 

xespectives étant AG • et AG* — , celle du quadrilatère ABGD 

BB' -4- DD' 
sera AG* /Prenant de même AE pour base com- 
mune des deux triangles ADE et A FE , on trouvera que l'aire 

DD" I FF* 
du quadrilatère ADEF a pour mesure AE« ^ ; et, 

comnie celle du triangle AGF a pour expression AF* ^ on 

en conclora que la mesure de l'aire du polygone entier est 
f {AG.(BB'H-DD')+AE.(DD"+FF')+AF.GG'}. 

Observons toutefois cp'il sera encore plus simple , et surtout 
plus exact, d'évaluer l'aire de cbaquç triangle en fonction im- 
médiate de ses côtés (423), puisqu'on sera ainsi dispensé d'abais- 
ser la bauteur de cbacud. 

2.0 On peut encore parvenir à évaluer l'aire d'un polygone 
quelconque , en le décomposant en triangles et en trapèzes rec- 
tang/es. Pour cela on tirera, dans le sens de la plus grande lar- 
geur , d'un angle à un autre du polygone, une droite AI, que l'on Fîg. 225. 
nomme directrice; puis des somme tsB, G, D...... K, on abaissera 

des perpendiculaires BB', G G', DD'..-. , KK', sur cette droite ; et 
des points F et G, FF' et G G', perpendiculaires sur DD'. Mesu- 
rant ensuite AB', B'G', G'D', D'I, BB', KK', G G', DF', F'G', G'D', 
FF' et G G', on aura les élémens nécessaires à la détermination 
des aires de toutes les parties ABB', BG', GD', DFF', FG', GD' et 
AKI, dans lesquelles nous avons décomposé notre polygone. 
Supposons, par exemple , que l'on ait trouvé : 

14 
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AB'=l5r8 B'C'^JÏ'e CD =2174 I)'I=30"2 

BB'=I7,3 E:K'=I8,1 CC'=10,5 DF'=î0,8 

rG'=l6,4 GD'=1Î FF'=14,1 GG'= 8,6. 

lien résnltera d'abord que AI=80% et que DD'=3S'°;2. 

(II sera bon d'ailleurs de mesurer directement ces lignes pour 

se fournir des Térifications. ) On verra ainsi que 



ABB'c=: ^4^1.17,3 — 


136r''67 


B'C'=CI7,3 + 10,5)..4»i= 


175, U 


CD' =(10,5+38,2). iïi = 


521, 09 


©FF=: "',••.111,1 = 


76, 14 


FG'=(fa,1 + 8,6)«-'.- = 


186, 14 


G'l= (8,6 + zo;i)' ^ = 


213, 40 


AKI = *t. «8,< = 


724. 00 



2032, 58 
Ainsi l'aire du polygone est de 2032" '^58. 
fi$, 224. Deuxième ca^.Si l'intérieur du polygone était inaccessible, 
comme le serait un bois fourré et impénétrable ou un étang, 
on circonscrirait un rectangle à ce polygone, en ayant soin, pour 
plus de simplicité, de diriger un de ses côtés suivant nn de 
ceux du polygone, et de Ibire passer les trois autres par les 
sommets de trois angles de ce polygone. An moyen de parallèles 
menées aux côtés de ce rectangle par les sommets des angles du 
polygone, on partagera l'intervalle compris entre son périmètre 
et celui du rectangle en triangles et en trapèzes rectangles ( si 
quelque partie ne se prêtait pas à cette décomposition , on la 
diviserait en triangles par des diagonales ), dont il sera facile 
d'évaluer les aires* Betranchant enfin la somme de ces aires de 
celle du rectangle , on obtiendra évidemment celle du polygone. 

439. Si une ou plusieurs parties du périmètre de la surface 
plane à mesurer étaient courbes, on distinguerait encore deux 
cas suivant que l'on pourrait pénétrer dans l'intérieur de la 
figure ou qu'on ne le pourrait pas, et l'on opérerait dans chaque 
cas, comme nous l'avons fait au n.<> 438. La difficulté serait 
F%. 22S. ainsi réduite à mesurer les espaces B'BGQDFF', Gl! et PON, 
ouGB"B, CftD, DFF",GI1", ONN', ORP'P. Occupons-noM 
donc d'évaluer ces difiérentes aires* . 

PAOBLiUI» 

lig. 226. 440, Mesurer Paire comprise entre une courbe AHB, une 
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tiroiie A.*B', et les perpendiculaires abaissées sur cette droite 
des deux extrémités de la courbe. 

On partagera la droite A'B' en uo certain nombre de parties 

^^^les, et par tous les points de difision G', D', F', on élèvera 

des perjModiculaires C'G , D'D ,F'F, à A'B' (on se contentera de 

Caire planter des jalons aux points où elles cbupent la ligné 

A MB). Si ces perpendiculaires sont suffisamment rapprochées, 

les arcs A.G, CD, DF, F B, différeront très-pea de leurs cordes, 

de sorte que l'on pourra, sans erreur sensible, regarder le ^^- 

wnent AJAMBB' comme partage en trapèzes rectangles. Il sera 

donc facile d'ëralaer ê^ différentes parties, et Ton trouvera 

que 

poisqne tous ces trapèzes ont des hauteurs égales à à!C\ En 
additionnant tous ces produits , on pourra mettre À'C en facteur 
commun, et, en observant que la moitié de chacune des per- 
pendiculaires intermédiaires €€', T^Vf^ FF', est répétée deux fois, 
on trouTera en définitive : 

A'AMBB'=: f ^^ + ^^' + €C'+PP+Ff| .AC', 

résultat qui nous apprend que, pour * évaluer Faire d'un 

serment curviligne quelconque y il faut partager sa hase en 

un nombre de parties égales d'autant plus grand que Von, 

^oitdra plus d^ exactitude; élever aux dijfférens points de 

division des perpendiculaires à cette base , puis ajouter à 

lu demi'^omme des deux perpendiculaires extrêmes toutes 

les perpendiculaires intermédiaires , et multiplier le résul- 

tat par la distance de deux points de division consécutifs. 

€ette règle comprend évidemment, comme cas particulier, 

celui où les deux extrémités de la courbe , ou Tune d'elles seur 

leroent, se trouveraient sur la base du segment : car alors il 

suffirait de regarder comme nulles les deux perpendiculaires 

extrêmes, ou seulement l'une d'elles. 

VROBLiVl. 

44 K Evaluer Faire comprise entre deux liffies courbes 
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et deux droites parallèles , ou enveloppée par une Vgne 
courbe* 

\fi Si l'on pent pénétrer dans Pintërîeur de l'aire à mesurer, 
P%. S27. t>n tracera uneperpendiGulaire af aux deux parallèles A A' et F f; 
on la divisera en un certain nombre de parties égales, fet par 
tous les points de division l'on mènera des parallèles à A A'. De 
cette manière l'aire A F' sera partagée en un certain nombre de 
figures qu'on pourra regarder comme des trapèzes ayant tous 
pour banteur commune la distance ah Ae deux points de diy^ 
sion consécutifs ; et, en évaluant les aires de ces différens trapèzes, 
on trouvera que leur somme, c'est-à-dire celle de A F', a pour 
mesure le produit que Von obtient en multipliant par la dis-' 
tance de deux parallèles consécutives la demi-somme des 
deux parallèles extrêmes augmentée de toutes les autres* 

TeWecsi la règle que l'on suit pour mesurer l'aire de la sec- 
tion horizontale faite dans la carène d'un vaisseau, ainsi que 
celle de la section verticale déterminée dans cette même carène 
par un plan parallèle au plan de symétrie du navire. 

Si la surface à mesurer est terminée de toutes parts par une 
ligne courbe , on la partagera encore en trapèzes , en traçant 
dans sou intérieur une ou plusieurs directrices: ainsi, dans le cas 
1%. S28. de la figure, on tirera une première directrice AB aux extrémi- 
tés de laquelle on élèverait deux perpendiculaires A A' et BB'; 
on mènerait ensuite une seconde directrice CD perpendiculaire 
à BB', et en D une parallèle DD' à BB'* L'aire proposée se trou- 
verait ainsi partagée en quatre parties A M A', A'AB'B) BB'D D' et 
BND', qu'on sait évaluer. 

Bemarqnons que, si AB et G D avaient une commune mesure 
qui ne fût pas trop petite, on pourrait calculer directement l'aire 
A'ABD'DB'A', en portant cette commune mesure sur AB et 
sur € D , et élevant des perpendiculaires à ces lignes par les 
points de division (/k41). 

%^ Si l'on ne peut pas pénétrer dans l'intérieur de l'aire à 
mesurer, on la renfermera dans un rectangle PQRS , dont deux 
cotés au moins soient taugens à la courbe BMB'N; puis on 
partagera les deux côtés PQ et R S en un même nombre de 
part^ égales, et par les points de division l'on mènera âea 
parallèles aux deux tangentes PS et QR« Il n'y aura plus qu'à 
mesurer les parties de ces parallèles comprises entre leur point 
de dépait eti'arc de courbe correspondant, et l'on en déduira 
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facilement les longueurs des portions qui sont comprises dans 
la courbe, et par suite l'aire demandée. 

442. IjB méthode que nous venons d'indiquer pour évaluer 
l'aire d'une portion de surface plane terminée en tout on en 
partie par des lignes courbes , fournit un procédé très-simple 
pour tracer une courbe semblable à une courbe quelconque 
donnée. Pour cela on tire sur le plan de celle-ci une droite À'B'; Ffg. ste. 
puis y après awoir marqué sur la courbe les points qui paraissent 
les plus ëloi^és et les plus voisins de cette droite, que l'on 
nomme majcima ou minima , ainsi que ses points d^ inflexion , 
c'est«-à-dire ceux où sa courbure change de sens, on partage 
rinteryalle compris entre deux points consécutifs en parties très* 
petites y et Von abaisse de tous les points de division des perpen* 
diculaires sur A'B'« Cela fait, on prend sur une droite indéfinie 
des parties àc^ c'^f, df.^ fh\ qui contiennent autant de parties 
de VécbeVle qu'il y a d'unités dans les parties correspondantes de 
A'B', et Ton élève ensuite aux différens points a, fc, c, ..-. des per- 
pendiculaires ad y hb\ cc*..^ qui contiennent autant de parties de • 
l'échelle que leurs correspondantes AÀ', BB', GG'«mm contiennent 
d'unités linéaires» Alors le polygone rectiligne àacdfhV sera 
semblable au polygone rectiligne A'AGDFBB' (340, 2.« cas) : 
car chacun des quadrilatères du premier sera semblable an 
quadrilatère correspondant du second (336); et, de plus, ils 
seront semblablement placés. Si donc on joint les points a^Cy 
dyfy &, par un trait continu, la courbe acdfh sera d'autant 
plus exactement semblable à ACDFB, que les sommets A, €, 
D^ Fy B, seront plus rapprochés* 

S'il s'agissait d'une courbe telle que celle de la figure 228, on 
dessinerait d'abord les parties ABB' et A'B'D, et ensuite les 
parties restantes AMA' etDND' , en prenant d'abord AB et €D, 
puis A A' et DD' pour directrices. 

Cette méthode peut être employée dans une foule de ciroons- 
tances* Par exemple, veut-on approfondir nn port, on conçoit 
qu'on a alors besoin de connaître la figure de son fond. Pour 
cela on partage la surface du port par deux séries de lignes hori- 
zontales parallèles et équidistantes; et, au moyen d'une sonde, 
on mesure les distances de tous les points de section de ces 
différentes lignes au fond du port. On pourra donc ainsi rap- 
porter sur le papier la courbe résultant de l'intersection da 
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OS fond avec le plan vertical conduit par chaqne lionzontaie, 
et acquérir ane ideç d'autant pins exacte de sa figure qit< 
sections seront plus rapprochées* 

VROBLÈMB* 

443* Deux propriétés sont séparées par la ligne ondc^^i 
rifC. SSa. AB€D, et limitées, par les deux droites XX' ec TT ^ i 
propose de remplacer cette ligne par une droite sans alt^. 
en rien les superficies des deux propriétés. 

J'élère au point A sur XX' la perpendiculaire A6, et je 
sure les segmens ABE, FD6 et EGF ; la proprie'të XABG 
sera ainsi augmentée des àevtx premiers segmens, et dimtnvi^e 
du troisième ; si donc IWre de celm^ est égale à fa somme 
celles des deux autres, la droite A G résoudra le problème, 
si Fon a ABK + Fl^G- ^ E G F, on prendra sur AX nne dtstaner 

AG 

AI ég^e au ^otient que Ton obtient en divisant par ^-'-^ l'excès 

* de ABE + FD6 sur EGF; et, comme Paire du triangle AIGy 
formé en joignant 16, sera précisément égale â cet excès , puisque 

AG- 
AI* — =ABE + FDG— EGF, la droite IG sera évidemment 

la nouvelle limite: car elle retrancbera de X A6T une quantité 
précisément égale à l'aire dont elle était trop grande. 

Cette solution est remarquable , comme l'observe H. Puissanf 
dans son Traité de Géodésie ^ par son extrême simplicité, et 
parce qu'elle est indépendante de la connaissance des deux aires 
contiguè's» 

GHAPITRB TL 
COMPABAISOlf BBS AIBB8» 

VRioEim. 

Fig. 230. AAS* ^' carré BO construit sur Phypoihénuse BC d^un 
trianffie rectangle ABG, e5f équivalent à la somme des car^ 
rés AD et kV construits sur les deux autres côtés de ce 
triangle* 



COMPAKAISOH DES. AIEES. 213 

Abaissons du sommet À de Fangle droit la perpendiculaire AI 
sur rhypothëuuse, et prolongeonst-Ia jusqu'au côté opposé du 
carré B O : nous partagerons ainsi ce carré en deux rectangles 
B Li et C JL que je dis être équivalens anx carrés correspondans 
A F et AD* Pour le démontrer^ je joins AK et FG , et je forme 
aÎQSî les deux triangles FBG et ABK qui sont les moitiés res- 
pectives de A F et de BL : car le triangle FBG 9 par exemple, a 
la ménae base FB et la même hanteur AB que le carré AF. Or 
ces deux triangles sont égaux : en effet l'angle FBG, composé 
de Vangle ABG et du droit FBA, esiégal à l'angle ABK eom^ 
posé du même angle ABG et du droit GBR. De plus les deux 
cotés FB et BCqui comprennent l'angle FBG sont égaux cha- 
cuo à chacun aux côtés ÂB et BK qui comprennent l'angle ABK : 
donc les triangles FBG et ABK sont égaux, c'est-4--dire que la 
moitié du carré A F est égale à celle du rectangle BL ; donc oe 
carré et ce rectangle sont équivalens. On prouverait de la même 
xnanière que le carré AB et le rectangle GL sont aussi équiva* 
lens : donc le carré BO, somme des deux rectangles BL et GL, 
est aussi la somme des deux carrés AF et AD. 

445. €oROLLAi&B I. Les denx rectangles BL, G L, et le carré 
BO, ayant même hauteur IL, sont proportionnels à leurs, 
bases (410) : ainsi l'on aura la suite de rapports égaux 

BL ou AF; BI :: GL on AD : IG :: BO :BG, 
c'est-à-dire que les carrés construits sur les trois côtés éPun 
triante rectangle sont proportionnels aux projections de 
ces côtés sur Phypothénuscm 

446* GoROLLiiRB II. Les carrés faits sur les cordes gui 
parient des extrémités d^un même diamètre sont propor^ 
iionnels aux projections de ces cordes sur ce diamètre : car 
le rapport du carré de chaque corde ABà sa projection BI sur 
le diamètre BG, est égal (445) au rapport du carré de ce dia- 
mètre à ce même diamètre y et ainsi ce rapport est constant. 

447. ScH0LiB.On aurait pu déduire le théorème qui précède, 
et ses deux corollaires, de celui du nfi 301 , Hfi et 5.^, et du corol- 
laire m (305) : car, l'aire du carré construit sur une droite ayant 
pour mesure le carré du nombre abstrait qui exprime la loii- 
gnenr de cette droite (4 14) , on voit que dire, par exemple, que 
le carré de la longueur de Phy pothénuse d'un triangle rectangle 
est égal & la somme des carré& des longueurs des deux autres. 
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côtés de ce triangle^ revient à cette proposition : Le cai»ré cons- 
truit sur l'hjpothéouse d'un triangle rectangle est équivalent 
à la somme des carrés construits sur les deux antres côtés , etc. 
En général on pourra substituer aux expressions carré de la 
longueur d'une ligne et produit des longueurs de deux lignes, 
les expressions respectives carré construit sur cette ligne et 
rectangle construit sur ces deux lignes : ainsi, par exemple, ce 
théorème d'algèbre, que le carré de la somme ou de la dif- 
férence de deux nombres est égal à la somme des carrés 
de ces nombres augmentée ou diminuée de leur double 
produit, revient à ce théorème de géométrie : Le carré cons- 
truit sur la somme ou la différence de deux droites est 
équivalent à la somme des carrés construits sur ces deux 
droites augmentée ou diminuée du double du rectangle qui 
aurait Pune d'elles pour base et Pautre pour hauteur (a). 
— 1— i ^ 

Fig. S5I. (a) f .^ Sar la droite AG , aomme des deux lignes données AB et BG , com- 
truiaezle carré ACDF; prenez AG —AB, et par les polnls B et G menez le» 
droites BL et GI parallèles à AF et à AC. De celte manière le carré AD sera 
la somme des quatre figures AK, DK , FK et GK. La première est le carré 
coDstrutt sur AB (231); la seconde est un carré dont le c6té est rgal à BCi 
car la fig^we KD a ses quatre angles droits, le côté Kl s= BG (2S1); LK , qiû 
est égal à FG, difTcrence de A F et de AG , est ainsi égal à BC , diflerence des 
lignes A G et A B égales à celles-ci; enfin les dimensions des rectangles FK 
et CK sont évidemment AB et BG. 

Fig. 252. 2.0 Sur AB, la plus grande des deux lignes données AB et BG , construi- 
sons le carré AD; prenons AG égal à la difTérence A G de ces deux lignes, et 
menons par les points G et G les parallèles CHetGKàAFeta AB. Eofia 
construisons sur FG le carré GL. La figure totale ABDLIG est la somme des 
* carrés construits sur AB et sur BC : car FG , différence des lignes AF et AG 

ou AB et AC , est ainsi égale à BG. Or, si l'on retranche de cette figure les 
deux rectangles B M et I M qui ont pour dimensions AB et BG, puisque 
IK==: IG r GKe= BG + AC es AB, il restera le carré AK construit sur la 
dllTérence des deux lignes AB et BG. 

On a donc{AB±:BG)' = ÏB' + BC'zfc2^AB.BG, le signe supérieur 
se rapportant à la figure 231 et rinférieur à la figure 252. 

On peut encore démontrer de la manière suivante ce théorème: Le rec' 

Fîg. 253. tangic AG, qui a pour base la somme et pour hauteur la différence des deux 

lignes AB e/ BG , est équivalent à la différcjice des carrés construits sur ces 

. deux lignes , ce qui revient à dire que la différence des carrés de deux 

nombres est égale à la somme de ces nombres multipliée par leur différencu, 

£n efTet, construisez sur la plus grande des deux droites le carré AI ; puis, 
ayant pris BD=sBG, menez DML parallèle à AR. Il est clair que MI est 
le carré construit sur BG : car, comme A F est, par hypothèse, la diflerence des 
deux droites AD et BG , et que AK est égal à AB, U faut nécessairement que 
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PROBLÂMB. 

448. Construire un carré qui soit équivalent à la somme 
de plusieurs carrés donnés. 

Pour additionner Ips deux premiers carres, construisez un 

triangle rectangle OàB dont les deux côtes de l'angle droit soient Fig. 2S4. 

égaux aux cotés a et 5 de ces carrés, et il est clair que le carré 

construit sur son bypotbénuse AB sera la somme de ces deux-là. 

Pour additionner à cette somme le troisième carré , on élèvera 

au |K>mt B une perpendiculaire BG =c , on joindra A G, et le 

carré fait sur A G sera la somme des trois premiers carrés , ei 

ainsi de suite. 

pnoBLivx. 

ftGl9* Construire un carré équivalent à la différence de 
deux carrés donnés. 

Construisez un triangle rectangle dont Thypothénuse AO et Fig. SSf. 
un des côtés OB de Tangle droit soient égaux aux côtés a et b 
de ces deux carrés, et le carré construit sur le troisième côté 
AB de ce triangle résoudra le problème. 

P&OBLÉMB. 

450. Construire un carré qui soit à un carré donné a* 
comme une ligne donnée m est à une autre ligne donnée n, 
€?est-à-d\re qui soit tel qu'en représentant son côté par o:^ on 
ait la proporUon 

ar» : o« :: m : «. 

Les carres construits sur les côtés de Pangle droit d'un triangle 
rectangle étant proportionnels à leurs projections sur l'bypotbé- 
nose (44l5)y je prends sur une droite indéfinie deux parties CM FIg. ss6h 
et ON respectivement égales à m et à n , je décris sur MN comme 
diamètre une demi-circonférence , j'élève au point la perpen- 
diculaire DP sur MN, et je joins PM et PN, ce qui forme le 
triangle rectangle PMN. Si donc PN était égale au côté a du 

KFsaBG; or la diflR&rence des deux carrés AI et MI, construHa respective- 
inent sur A. B et BG , est la figure ABNMLK équivalente au rectangle AG : 
car ces deux, figures ont la partie conunune A BNF, et ie» deux paities res- 
tantes HK. et NG sont deux rectangles qui ont leurs bases et leurs hauteurs 

égales. Donc (AB + BG).(AB — BC>ssAB'— BC*. 
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carre donné, PM serait le côté du carré demandé. S'il n'ea est 
pas ainsi, je prends sur Pif, prolongé s'il est nécessaire, la par- 
tie PA = a ( remarques^ que dans la pix>portion demaDàée 
x^ l a* Il ml n, le carré a' doit correspondre a la ligne n), 
je mène AX parallèle à M N, et je dis que la droite PU résout 
le problème. En effet on a évidemment: 

px: PAoua :: pm : pn, 

et par conséquent 

px* : tf« :: PM* :pn\ 

Mais le triangle rectangle PMN donne: 

PM' : P5f * : : MO ou m : no on «; 
donc, à cause du rapport commun^ 
PX* : a' :: ml n. 

451. Si l'on demandait un carré qui fût une certaine fraction. 
par exemple, les ^ du carré a>, il est éyident que ce problènK 
étant un cas particulier du précédent, poucrait se résoudre àt 
la même manière, en ayant soin seulement de prendre OMet OIC 
égales respectivement à trois £bîs et à cinq fois une grandeur 
arbitraire; mais on arrivera plus directement au but de la ma- 
nière suivante. 

Fjg. SS7. On décrira une demi-^circonférence sur OA, côté du cai-ré 
donné; puis, ayant partagé ce coté en cinq parties égales, on 
élèvera une perpendiculaire BX au troisième point B de dîvisîoiii 
on joindra OX, et cette droite sera le côté du carré demandé* 
En effet le carré d'une corde est an carré du diamètre comme 
la projection de cette corde est au diamètre (305 et 446) : donc 

ôx':ôî'::ob:oa. 

Mais OB est les f deOA: donc aussi le carré construit sur OX 
est les I de celui ^it sur OA. 

452. Si le carré demandé devait être, par exemple, les 4 du 
Pig. SS8. carré a', on diviserait encore le côté A de ce carré en trois 

parties égales; mais on le prolongerait d'une quantité AB ^ale 
à deux de ces parties , de sorte que, B étant ainsi les | de 
0A=3a^ le carré fait sur OB sera les -^ dn carré «». Si donc 
on cherche, comme précédemment, le côté OX d'un carré qui 
soit les-| de celui construit sur OB, on aura résolu le problème: 
car les | des ^ du carré a* sont les ^ ou les | de ce carré. 
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PEOBtÈHE. 

ft53. Trouver une droite x qui soit à une' droite donnée a , 
comme un carré donné m^ est à un autre carré donné n», 
c'est-à-dire telle qae Ton ait la proportion 

;r : a : : OT> : n». 

En s'appuyant toujours sur ce principe, que les carres des 
c6tës de Fangle droit d'un triangle rectangle sont proportion- 
nels aux projections de ces cotés sur l'hypothénuse, on tracera 
deux droites à angles droits sur lesquelles on prendra des dis- 
tances OM et ON respectivement égales aux côtés des carrés Fig. 250. 
donnés m' et n'; puis, joignant MN et abaissant du sommet 
la perpendiculaire OP sur MN, on aura la proportion 

Ô5. oo m» : ôK*oa»« :: MP : wp. 

SI donc s P était ég^le à a, MP résoudrait le problème. VA 
n'en est pas ainsi, on prendra sur PN une distance PA=a 
(remarquez que, dans la proportion demandée» a doit corres- 
pondre à n«); puis on mènera A A' parallèle à OP jusqu'à la 
rencontre de ON, et ensuite A'X parallèle à MH. H est facile de 
Yoir que QX sera la ligne demandée* 

4541. ScHOLiB. Si Ton demandait seulement le rapport des deux 
carrÀ m» et »», il n'y aurait qu'à chercher une troisième pro- 
portionnelle X aux deux cotés m et^ n de ces carrés, et le rap- 
port de m à x serait celui même de m* à n*, comme il est fecile 
de le f oîr. 

TH]fcOHàMB. 

455. Les aires de deux triangles ABC, ADF, qui ont un Fîg. Uù. 
angle commun A, soni proportionnelles aux produits des 
côtés qui comprennent dans chacun Pan^e commun^ cest- 
à'-dire qu'on aura: 

abg:ai>f;:ab.ag:ad«af. 

Joignons» en effet, DG. Les deux triangles ABG et AD G, qui 
ont leurs bases A B et AD en ligne droite et leurs sommets au 
point G, ont par conséquent même hauteur, et sont aiasi entre 
eux comme leurs bases AB et AD (420) s donc 

ABG : A.DC : : AB ; ad (t). 

De même les triangles AD G et ADF donneront la pro- 
portion 

ADC : ADF : : AC : AF (2). 
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Multipliant ces denx proportions par ordre , et supprimant 
le facteur AD G commun aux deux termes du premier rapport 
de la proportion-produit, il viendra 

abg:adf::ab.ac:id.af, 

ce qu'il fallait démontrer. 

A56. GoHOLLAiiLB. Pour que les triangles ABC et AD F soient 
équivalens, il faut que les deux termes du second rapport soient 
ëgaux, c'est-à-dire que Ton ait la proportion (Arith., 21 â) 

ab:ad::af:ac, 

ou, ce qui revient au même, que la ligne BF soit parallèle à 
DC Ci79), 

/||57. Les aires de deux triangles semblables sont propor^ 
tionnélles auœ carrés de leurs côtés homologues* 
Ftff: f48. Abaissons des sommets homologues A et A' des perpendien- 
laires AI et A'i' sur les cotés opposés à ces angles. Les triangles 
rectangles ABI et A'BT sont semblables : car les angles B et B' 
sont supposés égaux (332); leurs côtés homologues sont donc 
proportionnels , et l'on a % 

Ai:AT::AB:A'B'. 

Mais la similitude des triangles proposés donne aussi : 

bc:bc::âb:a'b'. 

Multipliant ces deux proportions par ordre, et divisant par 
2 les deux termes du premier rapport de la proportion-prodaî^ 
il viendra 

fBG.Ai:iB'c'.AT::iB':A¥'", 

ce qui démontre notre théorème (419). 

Observons que nous avons bien exprimé que les denx triangles 
ABG et A'B'G' sont semblables (352) : ear nous avons écrit qu'ils 
avaient un angle ^al compris entre côtés proportionnels* 

458* Les aires des polygones semblables sont proportion^ 
nettes aux carrés des côtés homologues de ces polygones, 

Nous pourrons partager les deux polygones dont il s'agit en 
an même nombre de -triangles semblables chacun à chacun et 
semblablement disposés (339) , puis former autant de propor- 
tions, en exprimant que chacun des triangles du premier po- 
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lygone est à celui qui lai correspond dans le second, comme le 
carré d'un de ses cotes est an carré du côté homologue de Pantre 
briangle (fibT) : ainsi 

DBc : D'B'C : : bc* : ffc" , Fig. uu 

ABD : A'B'D' : : ad^ : rw\ 
EAD : E'A'D':: êï* : éT*, 
eag:e'a'g':: gE*:g^*, 
GEF : G'E'F' :: gf* : gT* . 

Mais, les polygones ëtant semblables, leurs côtés et lenrs dta-* 
finales homologues (554), et partant les carrés de ces côtés 
et de ces diagonales, sont proportionnels; donc les seconds rap- 
ports de toutes nos proportions sont égaux : car ils sont formés 
de carrés de côtés ou de diagonales homologues des deux po^ 
lygones; les premiers rapports sont donc aussi égaux; donc on 
aura la suite de rapports égaux 

I>BCsB'B'G'r.ABD:A'B'D'::EAD:E'A'D'::EAG:E'A'G'::GEF:G'E'F', 
dont les antécédens sont les triangles du premier polygone, 
et dont les conséquens sont les triangles correspondans du 
second ; donc la somme de tous ces antécédens, c'est-à-dîre l'aire 
du premier polygone ABGDEFG, est à la somme de tous ces 
conséquens, c^est-à-dire à l'aire du second AVC'D'E'F'G', comme 
un quelconque GEF des triangles du premier^ est au triangle 
semblable G'E'F' du second , ou comme le carré de l'un quel- 
conque des côtés GF du premier est au carré du côté homologue 
G' F' du second. 

459. €oHOLLÂiEB u 11 suit dc là que, si Von construit trois 
polygones semblables sur les côtés d'un triangle rectangle , 
le polygone correspondant à Phypoihénuse sera équivalent 
à la somme des deux autres» En désignant, en efTet, par a 
Fhypothénuse de ce triangle rectangle , par ^ et e les deux autres 
côtés , par A , B, G , les aires des polygones construits respec- 
tÎTement sur a, ^, c, on a, par le théorème précédent : 

b;^»::c:c»::a:ii»-, 

donc, en vertu du n«o 221 de l'Arithmétique, 

B+c:5»+c«::A:a«* 

Hais les deux conséquens de cette proportion sont égaux (44^): * 
donc il en est de même des deux antécédens-, donc A=B -f- G. 

i|60. ComotLAiRB II. Si pétant donnés deux polygones s^m* 
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bUzble^yOn propose de construire un troisième polygone qwd 
leur soit semblable , et dont l'aire soit la somme ou la diffe^ 
rence des aires de ces deux polygones^ on cherchera Le côlé 
d'un carre qui soit égal i la aonmie ou à la différence des carrÀ 
£Biits sur deux cotes homologues des polygones donnes, et Ton 
aura le côte qui, dans le polygone demandé, doit être homo- 
logue à ces deux côtés-là, de sorte que le problème sera alors 
ramené à celui du n.^ 355. 

VHÉOEÂXE. 

^ 461* Les aires des polygones réguliers semblables sont 
proportionnelles aux carrés des rayons des cercles qui leur 
sont inscrits ou circonscritSm 

En effet les aires de ces polygones sont entre elles comnie 
les carrés de leurs côt^ liomologues(458); mais ces côtés sont 
proportionnels aux rayons des cercles inscrits ou circonscrils 
(391, 2.0), et par conséquent les carrés de ces côtés sont jiro- 
portionnels aux carrés de ces rayons : donc anssi les aires des 
polygones réguliers semblables, etc« 

THÉOaàltB. 

462* Les aires des cercles sont proportionnelles aux carrés 
de leurs rayons. 

Désignons , en effet, par R et par K' les longueurs des rayons 
de deux cercles. Leurs aires, étant représentées par 7*K' et par 
7«K'' (432), seront entre elles dans le rapport de ces deiff 
nombres, et par conséquent dans celui de R' à R'^ 

463« GoROLLÀiRB !• Si Von décrit trois demi'Circonférences 
F%. 243. sur les trois côtés d'un triarigle rectangle ABC, l'aire de ee 
triangle sera égale i la somme de celles des deux lurvuks 
AMBNetAPGQ. 

£n effet ou verra, comme au nfi 459 , que le demi-cercle 
BMAPC est équivalent à la somme des deux autres BPi A et 
AQG« Mais , en retranchant d'une part les deux segmem 
AMB et APC, il restera le triangle ABC; et en retranchant 
de l'autre part les mêmes segmens, il reste les deux lunules: 
donc, etc. 

464. €oEOLLAiAB ii« Lcs aires de deux secteurs sem- 
blables (330) sont proportionnelles aux carrés de leurs 
. rayons. 
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Soient , en effet , S et 8' les aires de ces deux secteurs; a et a 
les arcs qui leur servent de base ; et R et R' les rayons des cercles 
^ont ils fofct partie. On aura, d'après le n,o KA : 

s:s'::€ï.r:«'-r'. 

Mais, pwqiie les secteurs sont semblables , leurs arcs le sont 
anssî (330) ; donc on anra (402) : 

a:a'::R:R'. 

' Multipliant ces deux proportions par ordre, et simplifiant, il 
Tiendra : 

s:s'::r*:r". 

465. GoEOLLAiRB m. L,es aires de deux segmens ^ei»- 
hlables {S50) BAC et B'À'C, sont proportionnelles aux carrés pig. uu 
des rayons des cercles dont ils font partie. 

Kn effet les deux secteurs OBAC et O'B'A'C sont sem- 
blables C530^-, donc on a (464) : _ 

OBAC : o'BA'C ; : OC* : o'c'\ 

Mais les triangles C OB et C'O'B' sont aussi semblables (352): 
donc (457) 

C OB : C'O'B' : : ôc* : &c\ 

donc , à cause du rapport commun , 

OBAC : OBAC :: cob: cob'; 

d'oiï, dividende , 

OBAC— coB:o'B'A'cf— COB ;:oBAc:o'B'A'c'ou::oc':o^'\ 

c'est-à-dire, 

bac;b'a'C::oc';oc\ 

THiOEÂMB. 

466. Les aires S et s de deux figures semblables sont FIg. ns. 
proportionnelles aux carrés de leurs rayons vecteurs ho^ 
Tnologues. 

Supposons , en effet , qu'à partir de deux rayons vecteurs 
homologues OA, oa, on ait partagé tout l'espace angulaire 
autour des centres de similitude et o, en un nombre quel- 
conque n de parties égales , et qu'on ait joint deux à deux les 
points de division des deux courbes ABCK et afecir : on aura 
ainsi formé deux polygones semblables P et p (352 et 340), dont 
les aires seront proportionnelles aux carrés des deux rayons 
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Tecteurs homologues OA et oa ( dëmonstratîoa 4a n.^ ASS); 
ainsi 

' p:;7::oA'ioa. 

Or cette proportion est vraie <|iielle qoe soit la grandeur du 
nombre n : donc elle le sera encore quand ce nombre sera infini* 
Mais alors les polygones "Pet p seront devenus les deux figures 
S eis; donc on aura : * 

s:j;:5i*;ôâ*, 

ce qu'il fallait démontrer. 

PEOBLillB. 

fl67. Construire un cercle équivalent à la couronne com^ 
prise entre deux circonférences concentriques , et calculer 
FIg. 209. son aire en Jonction des rayons H et r de ces deux cir^ 
conférences. 

La première partie du problème consiste à décrire un cercle 
qui soit la différence de deux autres : donc, en vertu du théo- 
rème du n.o 462, il s'agira de trouver le côté d'un carré qui 
soit la différence des carrés faits sur les rayons des deux cir- 
conférences données , et l'on aura le rayon du cercle demandé. 
En conséquence on mènera une tangent» A€ en un point quel- 
conque de la plus petite circonférence, et A G sera le rayon du 
cercle inconnu (449). 

. Il suit de cette construction , que l'aire du cercle demandé 
aura pour mesure 't* AC^ . Mais A G est moyenne proportionnelle 
entre M G et G N (297) ; or M G est la différence (R — r) des deux 

rayons , G N esllenr somme (R+ r) : donc AG '=(R — r)«(R+ r); 
donc l'aire demandée sera 

^•(R— r).(R + r), 

formule calculable par logarithmes. 

PROBLàMB* 

Hg. SU. 468. Partager une figure quelconque ABGDF en cinq 
parties équivalentes par des courbes semblables qui aient 
le même centre de similitude qu^elle. 

Les quatre courbes à décrire doivent diviser la figure ABGDF 
en parties qui soient respectivement f i f , | et f de l'aire donnée: 
par conséquent les carrés construits sur leurs rayons vecteurs 

4 
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lomologues à OÀ seront "f-, J, f et ^ du carre fait sur celui- 
i (4 66). En conséquence je décris sor OA comme*dîamètre une 
.emî-circonférence; puis, ayant partagé cette droite en cinq 
»ar ties égales , j'élèye des perpendiculaires aux di£férens points 
le division y et je joins leurs extrémités an point 0; et, endé- 
rÎTant des courbes semblables à ÂBGDF (32G), dont les rap* 

K>rt8 de similitude soient respectiTcment 5T'>"7vT">"ï7r" et- ^r -, 
e problème sera résolu (446). 

469. Construire un polygone semblable au polygone À.BCDT, Fig. 24ik 
et dont Vaire soit à celle de ce polygone dans le rapport de 
deuœ droites données m et n. 

Puisque le polygone demandé doit être semblable à ABGDF, 
leurs aires seront proportionnelles aux carrés de leurs côtés 
homologues ; maïs, comme, d'une autre part, ces aires doivent 
aussi être proportionnelles aux droites m et n, on voit que les 
carres de ces cotés bomologues seront entre eux comme m est 
an.- ainsi, pour avoir le côté qni, dans le polygone demandé, 
sera homologue à AB, il faudra chercher le côté d'un carré qui 
soit au carré fait sur AB comme m est à n» On pourrait ré- 
soudre ce problème par la construction donnée au n.^^ 450; 
mais il sera plus simple d'imiter la construction donnée au 
n*o A5I ou 452. En conséquence on cherchera une quatrième 
proportionnelle AG aux trois lignes n, m et AB; puis, ayant 
décrit une demi-circonférence sur la plus grande des deux lignes 
AG et AB, on élèvera à l'extrémité de la plus petite une per- 
pendiculaire, et l'on tirera la corde AI ; cette corde sera le 
côté du carré demandé. On la rabattra donc en AB' sur AB, et 
il ne s'ogîra plus que de construire sur AB' un polygone sem- 
blable à ABGDF* Pour cela on partagera le polygone ABGDF 
en triangles par des diagonales issues du sommet A, si la 
chose est possible; puis on mènera successivement B'G', parallèle 
à BG ; CD', parallèle à G D ; D'F', parallèle à D F ; et le polygone 
AB'G'D'F' résoudra le problème : car d'abord il est semblable 
à ABGDF (340), ensuite leurs aires sont entre elles comme 

AB' est à AB*, par conséquent comme AG; AB, ou comme 
AX=3iii t AM = n« 

15 
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PEOBLim. 

f}g, 246. 470. Un polygone ABGDF étant donné, construire quatre 
polygones qui lui soient semblables , dont les aires soient 
proportionnelles à quatre lignes données m^n^p^q^ et telles 
que leur somme soit égale à celle du polygone ABGDF. 

Partagez l'un quelconque AB des côtes du polygone en par- 
ties AU, MN , NP, PB, proportionnelles aux quatre droites don- 
nées m,n, p, q; reportez les parties intermédiaires MN et fîP 
de A en N' et en P'; puis, ayant décrit une demi-circonférence 
sur AB, élevez aux points M, N', P' et P des perpendiculaires MB'» 
N'B", PB" et PB*^ sur AB, et joignez AB', AB", AB" AB"^. 
Ces cordes seront les côtés qui , dans les polygones demandés , 
seront homologues à AB : car les carrés de ces cordes sont pro- 
portionnels à leurs projections AM, AN', AP' et BP, et par con- 
séquent aux lignes m, n, p, f ; et, la somme de ces projections 

étant AB , la somme de ces carrés sera AB : donc aussi les 
aires des quatre polygones seront proportionnelles aux lignes m, 
R, /7, ^, et leur somme sera celle même du polygone ABGDF» 

FIg. 246. 471. Transformer le polygone ABGD en un autre qui 
soit semblable au polygone FGIKL. 

Désignons , pour abréger, par P et Q les aires respectives de 
nos deux polygones, et par x le côté homologue à FG dans le 
polygone inconnu. Puisque ce polygone doit être semblable à 
FGI&L, on aura: 

Q:p::FG*:a:». 

Cela posé, on transformera les polygones Q et P chacun en 
un carré, et, en désignant par q et par p les côtés de ces carrés, 
la proportion précédente deviendra ; 

^•:^"::fg*: j:% 

de laquelle on tire (Arith., n*o224): 

^:p::FG:a7. 

Ainsi, en cherchant une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes connues ^, p et FG, on aura le côté qui, dans le polygone 
demandé, doit être homologue à FG. Il sera facile ensuite de 
construire ce polygone. 

472. GoEOLLAiiiB. Le problème que nous venons de résoudre 
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jonne le moyen de transformer un polygone irrëgulîer quel- 
conque en nn des polygones réguliers que nous sayons inscrire 
dans la cîroonfiâ^nce: car il suffira éyidemment de constmire 
cFabord un polygone régulier qui ait le nombre de côtes de* 
mande; puis de transformer le polygone irrëguUer en tm antre 
qui soit senodilable au nouveau polygone. 

473. Etant données trois droites BV, BC ci CC\ telles Fîg. 2A7. 
que ht seconde coupe les deux autres, mener une droite MN 
parallèle à BG, de manière que Paire du trapèze BN soit 
égale à celle d^un carré donné /n*. 

Je cherche une troisième proportionnelle aux deux lignes 

BG 

et m , et je mène à BG une parallèle DK qui en soit distante 

d'une quantité égale à celte troisième proportiounelle. Il est clair 
que le triangle BDG est équivalent au carré m>. 

Cela posé, puisque le trapèze BN est supposé équivalent au 
triangle BDG» les deux triangles MDG et MNG sont nécessaire- 
ment équivalens: donc DN est parallèle à HG; et, comme HN 
Fest déjà à B G , nous aurons cette suite de rapports égaux : 

Bc : MN : : Ac : AN : : AM : ad : : mn : dk. 

Ainsi l'on aura M N eu prenant une moyenne proportionnelle 
entre BC et DK, et il ne s'agira plus que d'inscrire entre B'B'' 
et G'G" une droite qui soit égale à cette moyenne proportion- 
nelle, et parallèle à BG. 

PHOBLiMX. 

V7H* Partagier le quadrilatère ABGD en deux parties Fig. 248. 
proportionnelles auœ deux droites données metn, par une 
parallèle au côté AB. 

Je transforme ce quadrilatère en un triangle ABI, et je par« 
tage celui-ci en deux parties ABO et OBI proportionnelles à m 
et à n (420). Il ne s'agira plus alors que de retrancher de l'es- 
pace D AB G un trapèxe AN qui soit équivalent au triangle ABO. 

V&OBLKMB. 

475. Partager le quadrilatère ABGD en deux parties Fig. 240. 
proportionnelles à deux lignes données m et n, par une per^ 
pèndiculaire au côté AB. 
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Je transforme ABCB en un triangle Â.DÎ, dont la base soît 
dirigée suivant AB, et je divise ce triangle en deux parties ADO 
et ODI proportbnnelles à m et à n. Si le point O tombe à droite 
ou à gauche de la perpendiculaire DF, retranchez de GDFB oq 
de DF A, par nue parallèle à DF, une aire égale au triangle DFO, 
et le problème sera résolu. 

Si les angles A et B sont aigus, le problème est toujours pos^ 

sible; mais si A est obtus , il Ëiut que la [ ; — ) partie du 

Ffg. 250. quadrilatère ne soit pas moindre que le triangle D AK. Si elle lui 
est équivalente , la droite A R résout le problème , et alors K est 
parallèle à D A« Ainsi donc menez par le point K une parallèle à 
D A; et si le point O esta gauche de cette droite, le problème est 
impossible; sinon, il est toujours possible: car alors la parallèle 
qui retranchera de C DFB une aire égale à celle du triangle D F O , 
devra être tracée à droite de A. 

Fig. 251. 476. Etant donné un polygone quelconque AU CDEF G y 
mener à une droite donnée une parallèle qui partage ce 
polygone en deux parties proportionnelles à deujc droites 
données m et n. 

Nous pourrons toujours supposer la droite donnée menëe par 
un des sommets du polygone. Soit AO cette droite. Je transforme 
les deux parties dans lesquelles elle partage le polygone, en deux 
triangles AT et AZ qui aient OA pour base commune; puis 
je divise ZT en parties proportionnelles à m et à n, au point X; 
je joins A X , et les deux triangles AX Y et AX Z , qui ont le même 
sommet A, et leurs basesXYetXZ sur une même ligne droite, 
sont entre eux comme ces bases, et par conséquent dans le rapport 
de m à n .* de sorte que si le point X est sur A , cette droite ré^ 
soudra le problème. S'il est au dessus on au dessous de cette 
droite, il n'y aura qu'à retrancher de DO AB ou de EOAG une 
partie équivalente au triangle OAX par une parallèle à AO 
(473). 

Cette solution renferme implicitement le moyen de partager 
un polygone en parties proportionnelles à tant de quantités, 
données niy n y p^qj que l'on voudra , par des droites qui soient 
toutes parallèles entre elles : car il suffira de le partager suc- 
cessivement en deux parties qui soient entre elles dans lé rapport 
demàn + p + qfdem + nèip+q,iem + n + pèLq. 
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477. liOrsque le polygone que Ton veut partager en parties ëqui- 
^alentes oa en parties qui aient entre elles des rapports donnés a 
un grand nombre de côtes, la méthode d^ nfi 276 devient très-la- 
borieuse, et peut en conséquence entraîner dans de nombreuses 
errevars : on a alors recours an calcul, et de la manière suivante. 
Supposons que l'on veuille partager un polygone en quatre 
parties proportionnelles aux nombres 2, 3 , 5 et 8 , par des ligues 
issues d'un point donné dans l'intérieur du polygone. Fig. 225. 

On commencera par lever le plan ABGDF6IK de ce poly- 
gone, et par mesurer son aire; et je suppose que l'on ait trouvé 
2032^\58 (438) :on verra facilement (Arithmétique, page 170) 
que les quatre parties demandées seront respectivement de 
225,84 ; 338,76; 564,61 et 903,37 mètres carrés. Soit le point 
du plan d'où l'on doit mener les lignes de division : f abaisse de 
ce point une perpendiculaire OL sur AK; et, en mesurant ces 
deux lî^es, je trouve qu'elles valent 16™ et 25™,53; de sorte que 
le triangle AK égale 25,53 . 8 = 204""*^ , quantité inférieure 
de 2f ''^yGO à la première partie. Ainsi il faudra ajouter à AK 
un triangle dont le sommet soit en , et dont la base, dirigée suU 
-vaut IK, soit telle que l'aire de ce triangle vaille 2I°'^,60. On 
aura évidemment la mesure de cette base en divisant 21,60 par 
la moitié de la perpendiculaire OM, laquelle vaut 16°*,1 ; le quo- 
tient est 2°,68: ainsi on prendra KN=2",68, on tirera ON, et 
le quadrilatère A KIH sera la première partie. 

En mesurant Kl, on trouve que cette ligne vaut 6/1^,59; de 
sorte queNI = 64°»,59—2~,68=61"',91 : donc l'aire du triangle 
OISI est égale à 61 ,91 • 8,05, ou 498°' ^37. Ainsi il surpasse la se- 
conde partie de 498"*'^37 — 338"V6=159"\61. Je cherche 
donc la base d'un triangle qui, ayant OM pour hauteur, ait pour 
surface 159'"'^,6I ; et pour cela je divise 159,61 par-^^, ce qui 
donne pour quotient 19™,83. Je prends donc IP=19'",83, je joins 
OP, et le triangle GNP est la seconde partie. Le triangle OPI 
est inférieur à la troisième de 564"'»,61 — '159""',61 =405"^ 
Voyons donc si l'aire du triangle OIG est égale à cette quantité. 
Or , dans le cas particulier de notre figure, où le point est sup- 
posé sur la directrice AI, nous aurons facilement cette aire: 
car» en mesurant A 0, ou trouve AO = 22™,63, et la directrice AI 
ayant 80°" (438), on en conclut immédiatement que 0I=57°',37; 
et, comme G'D' = 1 1», on voit que 0GI= UJ^' =315" \53, 
quantité inférieure à 405'"'i de 89''^47. J'abaisse donc sur Gf^ 



une pcrpendicalaire OQ, que fe troure de 29*^,6, et je cliercbe 
une quantité qui, multipliée par ~ = 1 4,8, donne pour prodint 
89"-',47, c'est-à-dire que je divise 89,47 par 14,8. Le quotient 
est 6,05 : je prends doncGAse^'jOS, je tire OR, et le triangle 
OGR vaut ainsi 89^^7', de sorte que le pentagone OPIGR, 
valant 159" \61 + 515-%53 + 89"^,47=564"^61,est ainsi la 
troisième partie demandée. Par conséquent le polygone ORFDGBA. 
est la quatrième. 

Pour vérifier notre opération, il n'y a qu'à mesurer cette qua- 
trième partie, et voir si son aire est effectivement de 903"*',57. 

n sera facile de tracer les lignes de division sur le terrain, puis- 
que les points où elles coupent lès côtés homologaes à K I et à F& 
sont déterminés, et qa'eHes doivent d'ailleurs passer par le point 
donné» 

478. On peot de même combiner utilement la méthode pré- 
cédente et les constructions géométriques pour résoudre le pro- 
blème de partager un polygone en parties proportionnelles à des 
nombres donnés , par une série de droites dont les directions se- 
raient données (476). 
Fig. 251 On commencera par lever le plan ABCDEFGIdo polygone , 
et par mesurer son aire. Supposons qu'on l'ait trouvée de 6"*"**,69,. 
et qu'on veuille partager le polygone en trois parties équivalentes^ 
par des perpendiculaires au côté homologue à A.B : chacune de 
ces parties vaudra donc 2"'%23. Alors on élèvera au point A la 
perpendiculaire A£, et l'on mesurera le quadrilatère AKGI. Si le 
plan a été levé en partageant le polygone en triangles par des 
diagonales issues du point F, il n'y aura qu'à mesurer AK= 2,46, 
et FK. = 1,87, évaluer l'aire du triangle AFK, et la retran- 
cher de celle du quadrilatère AFGI. On trouvera ainsi que 
AXCI=0'^^47, quantité inférieure à 2"^23 de i'^'^.lG.EDdi^ 

AK 

visant ce nombre par — , c'est-à-Jire par 1,23, et prenant 

AL= 1,"43, quotient de cette division, on aura, en joignant KL, 
un triangle AKL dont l'aire sera égale à l'^Vôj de sorte que, 
pour avoir k première ligne de division MN, il suffira de mener 
à AK. une parallèle qui retranche de l'espace FK AL une aire équi- 
valente à ce triangle, problème que nous savons résoudre (473). 
On aura une vérification en mesurant MN, et voyant si cette 
mesure est effectivement une moyenne proportionnelle entre le& 
longueurs de L H et de AK. 



^ 
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n s'agît actoellemeûl de retrancher de MBGDEFN une aire 
ëgale à 2''*\23, œ qui ne saurait présenter de difficulté d'après 
€:e qui précède. 

Cette naéthode s'appliquerait très-bien au cas ou l'aire à par- 
tager serait terminée de toutes parts par une ligne courbe. Dans 
ce cas on en lèverait le plan en prenant une directrice perpendi- 
culaire à la direction que devraient avoir les lignes de division; 
et en regardant comme des lignes droites les arcs interceptés 
entre deux perpendiculaires consécutives à la directrice, on ^nt 
bien qi|p Fon retomberait dans le cas précédent Nous observerons 
seulement qu'il faudrait évaluer ici chacun des segmens^ tels que 
A A'££' y séparément. Fîg. 228. 



DEUXIEME SECTION. 

DES 8UEFAGES PLANES INDÉFINIES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES VLk^S ET DES LIGUES DROITES. 

479. Kous avons vu qu'un plan est déterminé par la condition 
de passer par trois points qm ne sont pas en ligne droite, on 
par deux droites qui se coupent; il l'est encore quand fl doit 
passer par deux droites parallèles : ainsi 

Deux droites parallèles déterminent un plan. 

En eflet on pourra toujours mener un plan par deux pa- 
rallèles donnés , puisque , d'après la définition du n.o 79 , ces 
deux droites sont dans un même plan. En second lieu, on ne 
pourra en mener qu'un, sans quoi , en prenant deux points sur 
l'une et an sur l'autre droite, on aurait deux plans distincts 
passant par ces trois points qui ne sont pas en ligne droite. 

'^SO. GoAOLLAiRB L Par un point A donné dans Vespace FIfç. 251- 
o/i ne peut mener qu'une seule parallèle à une droite don^ 
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née BG. En effet, û par le point A et la droite BC on tnSne 
un plan MN, on pourra tracer dans ce plan et par ce point une 
parallèle AD à cette droite : or, si l'on pouvait en mener une se- 
conde AF , le plan déterminé par les deux parallèles AF et BC 
coïnciderait avec le plan M N (17) : donc on aurait par le point A , 
et dans ce plan, deux parallèles AF et AD à la même droite BC, 
ce qui est impossible (81). 

481. GonoLLiiEB II* Si une droite JLH glisse sur une autre 
€W en restant constamment parallèle à elle-même , e/lo 
engendrera un plan, sans quoi on pourrait mener par cha- 
cun des points de CB deux parallèles à AB : l'une tracée dans h 
plan ABC, et l'autre qui serait la droite mobile arrivée en ce 

point. 

THioaàxB* 

Ftg. S54. 482. Si une droite AO est perpendiculaire à deux autres 
droites BG et DF menées par son pied dans le plan MN, 
c'est-à-dire par le point où elle perce ce plan , elle sera per^ 
pendiculaire à toute autre droite CI menée par son pied 
dans ce plan (a). 

Par deux points quelconques B et D, pris sur les côtés de 
l'angle BOD, dans lequel est tracée la droite OG, tirons la ligne 
BD, qui coupe IG en G ; puis prolongeons AO d'une quantité 
OA' = A, et joignons les points A et A' successivement avec 
cbacun des trois points B, G, D» La droite OB étant ainsi per- 
pendiculaire sur le milieu de A A', les distances B A et BA' sont 
égales (69). Par la même raison AD =D A' : donc les triangles 
ABD et A'BD sont égaux (207); donc l'angle ABD estégalàson 
homologue A'BD; par conséquent les triangles ABG et A'BG 
sont égaux (199); donc le côté AG est égal à son homologue A'G; 
donc, si parle milieu de AA' on élève dans le plan AGA' une 
perpendiculaire à cette droite^ elle passera par le point G (70); 
donc elle aura deux points communs avec OG; donc elle. coïn- 
cidera avec elle; donc OG est perpendiculaire sur A A'. 



'. (a) La légitimité de cette hypothèse devient évidente en observant qae 

! l'on peut tocgoim tracer dans un premier plan conduit suivant AO une pe^ 

\ pendiculaire au point de cette droite^ et répéter la même construction dam 

f un second plan mené par AO. Il ne s'agira plus alors que de faire passer un 

I plan par ces deux perpendiculaires. 



\ 
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4S3. On appelle psrpijidiculai&b à un plan une droite 
aui est perpendiculaire à toutes les droites que Von peut 
mener, par son pied ^ dans ce p/an* Rëciproquement, le plan 
est dit perpendiculaire à la droite* 

484. II sait du théorème prëcëdent qae, pour s'assurer qu'une 
droite et un plan sont perpendiculaires entr'eux y il suffit de 
Téri£er que la droite est perpendiculaire à deux droites menées 
par son pied dans ce plan* 

485. Vn plan perpendiculaire à la verticale d^un lieu est 
dit horizontal: ainsi on plan sera horizontal quand il sera con- 
duit suivant deux perpendiculaires à la yerticale, ou, en d'autres 
termes, suivant deux horizontales. On parvient à donner à un 
plan cette direction au moyen du niveau des maçons. Cet ins^ 
trament est composé de trois règles BD, BF et ÀG, qui forment Fig. 255. 
par leur assemblage un triangle isocèle ABC, du sommet B 
duquel on fait tomber xm fil à plomb BP. Les deux branches 

BD et BF sont égales, de sorte que la droite DF, qui joindrait 
leurs extrémités, est parallèle à AG (279). Par conséquent, si 
l'on pose le nîrean sur un plan horizontal, auquel cas la direc- 
tion du fil à plomb sera perpendiculaire à DF, ce fil devra 
venir battre exactement sur une ligne de foi tracée suivant la 
direction de la perpendicnlaire abaissée du point B sur AG, et 
passant ainsi par le milieu de la règle AG*, et réciproquement, si 
le fil à plomb prend cette direction , il sera perpendiculaire à 
BF (82) , de sorte que cette droite sera horizontale. Si donc, en 
plaçant le niveau dans deux positions à peu près rectangulaires, 
pour plus d'exactitude , on trouve que cette condition est satis-* 
faite , on en conclura que le plan dont il s'agit est horizontal. 

486. On £iit encore fréquemment usage, dans les arts, d'on 
autre niveau dit à huile éVair. H est formé d'un tube de verre pjg. ssA. 
fermé à ses deux extrémités, et dont l'intérieur , très'légèrement 
arqué (a), est rempli en partie d'eau, d'alcohol ou d'éther.L'es* 
pace qui n'est pas occupé par le liquide, l'est par de l'air, qui, 
en vertu de sa légèreté spécifique, se porte à la partie supérienre 
du tube, de telle manière que le milieu de la bulle répond 
au point où la tangente à la courbure intérieure du tube est 



(a) te rayon de courbure va (jucIquefoU jusqu'à plus de 600 mètres. 



r f 
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horizontale. Si donc on trace sur la sur&ce sapérienre d» 
niveaa des divisions équidistantes de ce point nnmërotë zéro , 
et qu'on le fixe sur une règle parallèle à la tangente dont il 
s'agît , chaque fois qœ l'on posera la règle sur on plan horizontal, 
les extrëmitës de la bulle répondront à des divisions de même 
nom. Mais si le plan n'est point horizontal , il n'en sera plus 
ainsi, et le milieu de la huile se portera au point du tube qui 
est le plus élevé , de sorte que l'on jugera ainsi du sens dans 
lequel il faudrait &ire tourner le plan pour le rendre horizontal. 
Ce niveau est bien plus exact que celai des maçons, et il l'est 
d'autant plus qu'il est plus long et plus large, et que la balle a 
plus d'étendue. 

Fig. 254. kS7, Si trois droites BO, GO et DO sont perpendiculaires 
sur une même droite AO et au même point j ces trois droites 
seront dans un même plan perpendiculaire à cette droite 
AO. 

Je dis, en effet, que si nous menons un plan par les deux 
premières droites BO et GO, la troisième DO sera dans ce plan : 
car si elle n'y est pas , conduisons un plan par les deux droites 
AO et DO , et soit D'O sa trace (a) sur le plan BOG5 la droite 
AO sera perpendiculaire sur D'O (4(82), et nous aurons ainsi 
dans le plan AOD deux perpendiculaires DO et D'O sur la 
droite AO, et au même point 0, ce qui ne se peut : donc DO 
est dans le plan BOG perpendiculaire à AO; donc, etc. 

488. Ainsi le lieu géométrique de toutes les perpendicu- 
laires élevées sur une droite par un même point, est un 
plan perpendiculaire à cette droite. 

C'est sur ce principe qu'est fondé l'usage des scies circulaires 
que l'on emploie principalement pour débiter les bois de pla- 
cage. Imaginez une roue de six mètres environ de diamètre , 
dont la circonférence est formée de plaques d'acier dentées* 
Cette roue est mobile autour d'un axe horizontal , de sorte que 
sa circonférence trace un plan vertical dans le bloc de bois que 
porte contre ses dents un chariot dont la vitesse est propor- 
tionnée à celle de la scie. On débite ainsi des feuilles d'acajou 
dont la largeur a quelquefois près d'un mètre et demi. 

(a) L^intersccUon d'un plan par un autre plan, ou par une droite , se nomiDt 
U trace de ce »econd plan ou de cette droite sur le premier. 
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TH^O&ivi. 



489. Par un point donné on ne peut mener 4]u*une Fig. 257. 
^cttle perpendiculaire à un plan MPI. 

Supposons 9 ea effet, que An point on paisse mener deux 
perpendiculaires OA et OB sur le plan MN. Par ces deux droites 
je conduis un plan, et soit CD sa trace sur MN : les deux droites 
OA et OB perpendiculaires à ce plan, le seront donc à CD; et 
ainsi Ton pourra mener dans le plan AOB, par un même point 
O de ce plan , deux perpendiculaires à une droite CD située dans 
ce plan , ce qui ne se peut : donc , etc. 

490. On appelle obliqvb à un plan toute droite qui ren^ 
contre ce plan sans lui être perpendiculaire» 

il91. Si une perpendiculaire II, et différentes obliques F!g. J58. 
AB, AG, AD, à un plan MN, partent d^un même point A, 
t «O la perpendiculaire AO est plus courte que toute oblique ; 
^<> les obliques AB et A.C qui s^ écartent également du pied 
de la perpendiculaire^ sont égales; ^fi de deux obliques 
AG et À^p celle AD qui s^ en écarte le plus est la plus longue* 

1.0 La perpendiculaire OA est plus petite que l'oblique AB, 
en vertu du théorème du n.^ 63. 

2,0 Les obliques AB et AC sont égales t car elles sont les 
hypothënuses des deux triangles rectangles égaux AOB et 

AOG (199> 

3.® L'oblique AD est pins grande que AG : car si l'on prend 
OG'=0G, et que l'on joigne AG'^ cette oblique sera égale à 
AG 5 mais , puisque, par Iijrpothèse^ OD > OG , l'oblique AD > AC, 
c'est-à-dire que \G« 

492. Co&OLLAi&B I. Béciproquement , si deux obliques à un 
plan partent d*un même point, et qu^elles soient égales , 
elles ^écarteront également du pied de la perpendiculaire 
abaissée de ce point sur ce plan; et, si elles sont inégales ^ 
c'est la plus longue qui s^en écartera le plus. 

493. Go&oLLAiEB II. La distance d'un point à un plan a 
pour mesure la perpendiculaire abaissée de ce point sur 
ce plan. 
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PROBLiVB* 



494. Mener j par un point donné , une perpendiculaire 
fig:. 258, à un plan donné MN« 

1.^ Si le point est donné en sur le plan MN ^ on disposera 
deoz ëquerres de manière que deux de leurs cotés coïncident^ 
knrs sommets étant réunis en 0. La direction |du côté commun 
sera celle de la perpendiculaire demandée (484). 

Bans le cas particulier où le plan M If [serait horicontal^ la 
direction de la perpendiculaire demandée serait celle même d'un 
fil à plomb qui Tiendrait tomber au point 0. 

2fi Si le point est donné en A, bors du plan , on marquera sur 
ce plan trois points B , G, D, éqnidistans de A, et l'on cherchera 
le centre de la circonférence déterminée par ces trois points. 
Joignant ce centre au point A , la droite AO résoudra le pro- 
blème (492). Si Ton désire de connaître la longueur de cette 
perpendiculaire, on élèvera au point 0, dans le plan MN, nœ 
perpendiculaire sur BO, et il n'y aura qu'à la couper par un 
arc décrit de B, comme centre , avec le rayon AB* 

Si le plan M If est horizontal , on laissera tomber du point A 
un fil à plomb sur ce plan ,; ce qui déterminera le pied de la 
perpendiculaire demandée* 

THBOKàHB. 

Fif. 259. 495. iSi du pied d'une perpendiculaire AO à un plan MN, 
on abaisse une perpendiculaire OD sur une droite BC tracée 
dans ce plan y et qu'on joigne le pied de cette seconde per^ 
pendiculaire avec un point quelconque K, de la première, 
la droite de jonction A D sera perpendiculaire à la droite 
BG £^a plan, • 

Prenons , en effet, sur BG les deux distances égales DB et DG , et 
joignons OB et OG , AB et AG. On aura évidemment OB =0G (66), 
et par conséquent AB = AG (491, 2©) : donc, si l'on élève 
par le point D, et dans le plan BAG, une perpendiculaire sur 
BG , elle ira passer par le point A, et coïncidera ainsi avec AD; 
donc AD est précisément cette perpendiculaire. 

496. GoROLLAiRB. Pour]mener d'un point A donné, bors d'un 
plan M N, {une perpendiculaire (sur une droite B G, située dans 
ce plan , abaissez du point A une perpendiculaire AO sur le plaa 
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^ , puis du point une perpendiculaire »ur BG , et jois^nez le 
pied D de celle-ci arec le point A. 

497. ScBOLii. Les denz droites BG et ÀO ne se rencontreni 
^iridemment pas, et cependant elles ne sont point parallèles : 
cskT, pour qu'elles le fussent, il faudrait encore qu'elles se trou- 
vassent dans un même plan (79) , lequel coïnciderait ayec le 
jpIan^MN, de sorte que la droite AO serait tout entière dans MN, 
ce qui n'est pas. Ainsi , de ce que deux droites ne se ren^ 
C€>ntrent pas dans l'espace , il faut bien se garder de con^ 
clt^re qi^ elles soient parallèles» 

U96J Deux perpendiculaires AB et CD à un même plan Fig. 260, 
MK sont parallèles* 

En effet les deux droites AB et GD sont perpendiculaires à 

la droite BD qui pint leurs pieds : il suffit donc de prouver 

qu'elles sont dans un même plan. Pour y paryenir , f ëlè? e an 

point D sur BD, et dans le plan MN , la perpendiculaire FG , et 

je joins AD : cette ligne sera perpendiculaire à FG (495); mais 

dëja GD est perpendiculaire à FG (483) : donc les droites BD, 

I AD et G D sont dans un même plan (487); et, comme ABest 

I aussi dans ce plan (15), le théorème se troure démontré* 

499. Kéciproquement , si deux droites AB, GD, Jon£ parai* 
lèlesy et que Vune d'elles AB soit perpendiculaire à un plan 
MN, Vautre GD /e sera aussi. 

En effet, s'il n'en est pas ainsi , on povura mener par l'un des 
points de GD une perpendiculaire au plan MN, laquelle sera 
parallèle à AB. On aura donc par un même point deux paral<- 
lèles à une même droite AB, ce qui ne se peut (480)* 

500. GoHOLLAiRB I. Dcux droitcs parallèles à une troisième 
dans P espace sont parallèles : car, si l'on mène un plan per- 
pendiculaire à cette troisième, il le sera aux deux autres (499), 
qui ainsi seront parallèles (498). 

501. GoHOLLAiBE II. Si dcux droites AB, CB, sont parai' Fig. îsi. 
lèles , et que par ces droites on mène deux plans AE et GE 

qui se coupent , leur commune intersection FE sera parai-* 
lèlc à ces droites. 
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En effet, si par an poiot quelconque de FE on mène une 
parallèle à AB, elle le sera aussi à CD : donc elle devra se 
trouyer à la fois dans les deux plans Afi et €£5 donc elle coïn- 
cidera avec leur intersection F Ë. 



502. ScHotiB. Remarquons que chacune des deux droites 
et CD est parallèle à tout plan conduit par Fautre, c'est-à-4 
qu'elle ne peut rencontrer ce plan : car, ces droites étant tout 
entières dans le plan AB G D , AB , par exemple , ne pourra x^eizà— 
contrer un plan mené suirant CD qu'autant qu'elle rencontrera 
l'intersection de ce plan ayec ABGD, c'est-à-dire CD, ce qia 
ne se peut* Ainsi toute droite parallèle à une droite tracée 
dans un plan est parallèle à ce plan* 

503. On appelle projection d'un point sur un plan le 
pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plartm^ 
€ette projection est unique (489). 

504. On appelle projection d^une ughb sur un plan, fe 
lieu des pieds de toutes les perpendiculaires abaissées des 
différens points de cette ligne sur ce plan , que l'on nomm^ 

LE PLAN DB PEOJBGTION. 

505. Il suit de cette définition , que la projection d'une li^nc 
droite sur un plan est une ligne droite : car le lieu des per- 
pendiculaires abaissées de ses différens points sur ce plan, est 
un plan (498 et 481). Or deux points suffisent pour détermîner 
une droite: donc il suffira, pour déterminer la projection d'une 
dlroite, de joindre les projections de deux quelconques de ses 
points , ou , mieux encore ^ de joindre sa trace sur le plan donné 
ayee la projection de l'un quelconque de ses points* 

506. On appelle plan projetant d^une droite ^ le lieu des 
perpendiculaires abaissées de ses différens points sur le 
plan de projection* 

THéORiME. 

rig. 262. 507. Deux plans Mï7, PQ, perpendiculaires à une même 
droite AB, sont parallèles, c'est-à-dire qu'ils ne peuvent se 
rencontrer. 

Bn effet, ^'ils pouraient se rencontrer, en joignant un point 
quelconque de leur intersection avec les traces de la droite 
AB sur ces plans, les droites OA et OB seraient tout entières 
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^ans les plans respectifs MN et PQ, et par conséquent perpen- 
«diculaires à AB, ce qui ne sex>eut. 

Deux plans horizontaux sont donc parallèles (485). 

5Ù8* Les intersections de deux plans parallèles par un 
troisième , sont parallèles» 

Car ces intersections ne peuvent se rencontrer, puisqu'elles 
sont tout entières dans deux plans parallèles ; d^allleurs elles 
sont dans nu même plan : donc elles sont parallèles (79)« 

509. Si deuxplansWS^ PQ, sont parallèles, toute perpen^ Fîg. 262- 
diculaire AB sur l'un d'eux MN, Fest aussi sur l'autre PQ. 

D'alïord la droite AB rencontrera le plan PQ : car si , par un 
point quelconque de PQ, el par la droite AB, on mène un plan, 
ses traces CDetFGsurMN et sur PQ, seront parallèles: donc A B, 
qni rencontre la première, rencontrera aussi la seconde (81), et 
partant le plan PQ; de plus AB sera perpendiculaire à FG, 
puisqu'elle l'est, par hypothèse, a G D : donc, étant perpendicu- 
laire à toute droite menée par son pied dans le plan PQ, elle 
le sera à ce plan* 

510. ScHOLiB. Puisque toute droite qni conpe le plan MN, ren- 
contre aussi le plan parallèle PQ , ou voit que tontes les paral- 
lèles que l'on peut mener au plan PQ par un point quelconque 
de MN , sont situées dans ce dernier plan. Ainsi le lieu de toutes 
les parallèles que Pon peut mener par un point donné à un 
même plan, est un second plan parallèle à cebii^cL 

51 !• GOROI.I.AIRI. Par un point donné on ne peut mener 
qu'un seul plan parallèle à un autre* 

512. Les parties AB, GD^ de deux parallèles comprises 
entre deux plans parallèles MN , PQ, sont égales. 

Car, si l'on mène un plan par ces deux parallèles, ses traces 
AB et BG, sur nos deux plans, seront parallèles (508) : donc 
AB=GD (224> 

513. GomoLULimx u Deux plans parallèles sont partout 
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équidUtans : car les perpendiculaires abaissées de deux poini» 
quelconques de l'un sur l'autre sont parallèles (498), et ]^r 
conséquent ^ales. 

514. Co&OLLiiix II. Les parallèles comprises entre une 
droite et un plan parallèles sont égales, 

515, C'est sur ces principes qu'est fondée la oonstmction de 
la scie à recéper les pieux. On conçoit en effet que si l'oo en 
dispose la lame parallèlement à un plan fixe, et qu'on l'oblige 
à rester, dans son mouvement, constamment à la même dis- 
tance de ce plan, elle décrira un plan qui lui sera parallèle* 

Fig. 265. 51 6. Si deux angles B et B' ont leurs côtés parallèles , 
1.0 leurs plans seront parallèles ; 2.^ ils seront égaux si les 
côtés parallèles sont dirigés dans le même sens ou en sens 
directement contraires; 5.o ils seront supplémentaires si ^ 
deux côtés parallèles étant dirigés dans le même sens , les 
deux autres le sont en sens opposés. 

1.0 Si le plan ABC n'est pas parallèle à A'B'C, nous pour- 
roDS mener par le point B un plan parallèle à A'B'C, lequel ne 
pourra passer à la fois par les deux droites AB et B G, sans quoi 
il coïnciderait avec ABC* Supposons donc qu'il ne soit pas dir 
rigé suivant BA, et soit BM sa trace sur le plan ABA'B'. Cette 
trace sera parallèle à kV (508), et ainsi l'on aura par le point 
B deux parallèles AB et BM à cette droite^ ce qui ne se peut : 
donc le plan ABC est parallèle à A'B'C* 

2fi Supposons que les angles B et B' aient leurs côtés dirigéi 
dans le même sens. Prenons BA = B'A', BG=B'G'; joignons 
A G, A'G', BB', A A' et G G'. Ges deux dernières sont égales et 
parallèles à BB' (228), et par conséquent égales et paralièZes 
entre elles-: donc le quadrilatère A G' est un parallélogramme, 
et ainsi AG==A'G'; par conséquent les triangles ABG et A'B'C' 
sont équilatéraux entre eux; donc leurs angles homologues B et 
B' sont égaux. 

Les deux autres cas se démontrent comme aux n.<M 88 et 89. 

517. GoBOLLAiRB. Si deux droites sont parallèles ^ leurs 
projections sur un même plan sont parallèles (508). 

La réciproque n'est pas vraie; seulement on peut conclure 
que si les projections de deux droites sur un même plan sont 
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parallèles , leurs plans projetans soDt parallèles : car ces plans 
sont détermiDés par ces projections et les perpendîcnlaîres éle- 
vées par un point de chacune d'elles sur le plan de projection, 
l^oîi l'on Toit que deux droites sont parallèles qiuind 
leurs projections sur deux plans donnés sont parallèles s 
car les deu^L plans projetans de Pune sont parallèles aux deux 
plans projetans de l'autre ; et il est évident que si deux plans 
parallèles sont coupés par deux autres plans parallèles, les 
quatre droites qui résultent de leurs intersections sont parallèles; 
OT y de ces quatre intersections^ deux sont les droites proposées. 

51 8. Lorsqu'on veut mesurer avecle grapliomètre l'angle formé 
par deux lignes tracées sur le terrain, on place le centre de l'ins- 
trument dans la yerticale menée par le sommet de cet angle, et 
l'on pointe les deux alidades sur deux jalons plantés sur ses côtés : 
les rayons visuels sont alors parallèles aux deux côtés de l'angle, 
8Î l'on a eu soin de disposer le plan du cercle horizontalement, 
et forment ainsi un angle égal à l'angle donné. 

Le plus souvent ce n'est pas l'angle même formé par deux 
lignes que l'on a besoin d'avoir, mais bien la projection de cet 
angle sur le plan horizontal. Si alors on a eu soin de rendre le 
plan du cercle bien horizontal, on obtient immédiatement cet 
angle au mojen des lunettes plongeantes dont le graphomètre 
est muni, puisqu'elles se meuvent dans des plans verticaux qui 
sont les plans mêmes qui projettent les côtés de l'angle sur le 
plan horizontal , et qu'on lit sur le limbe l'angle formé par les 
traces de ces plans sur ce limbe. 

> 

THiORÂMB. 

519. Trois plans parallèles MN, PQ, RS, coupent deux Flg. 204. 
droites quelconques ÀG, À'G', e/t parties proportionnelles j 
c'est-à-dire que l'on aura la proportion 

âb:bc::av:b€\ 

Joignons AG', et soit B la trace de cette droite sur le plan PQ. 
Venons un plan par les deux droites AG et AG' , et un second 
par les droites A'G' et AG'. Les traces BD et G G' du premier de 
ces plans sur les plans P Q et ES étant parallèles , on aura 

ab:bc::ab:bg'. 

Le parallélisme des traces A A' et BB' du plan AC'A' sur MN 
et PQ donnera semblablement: 

1G 
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A'B':BC:: ad : dc-. 

donc, à canse da rapport commun, 

AB: BG ::AV:BC, 

ce qn^il fallait démontrer. 

520. ScHOLUi. La réciproque de cette proposition n'est pas 
▼raie: car deox points ne suffisent pas pour déterminer un plan; 
toutefois on ne peut faire passer par les points homologues qu'un 
seul système de trois plans parallèles* Joignons, en effet, AA.' ^ CC 
et A£\ et coupons cette dernière en deux parties AD et I> G', 
proportionnelles à AB et à BG , et par conséquent à A'B' et à B'C. 
Si donc on joint BD et DB', ces droites seront parallèles à CC' 
et à AA'« Par conséquent, si l'on mène par les points A et C les 
droites AA" et G'G" respectivement parallèles à G G' et à AA', les 
deux plans A"AA' et G"G'G seront parallèles au plan BDB'; et 
Yon Yoit qu'il n'j a que ce système des trois plans -parallèles 
A"AA', BDB' et G"G'C qui puisse passer par les points A et A', 
B et B' et G et C : car le plan moyen, devant couper AG' dans le 
même rapport que AG et que A'G', passe nécessairement par le 
point D, et coïncide ainsi avec BDB'. 

r 

521 . GoEOLLAiEB. Dcux plaus parallèles coupent un système 
de droites issues du même point, en parties proportionnelles. 

PROBLiMB. 

Ffg. 265. 522. Trouver la plus courte distance de deux droites 
AB, CD, qui ne sont pas situées dans un même plan. 

Cette plus courte distance des deux droites AB et CD est évi- 
demment une ligne droite (10); de plus elle est perpendiculaire 
aux deux droites AB et GD : car si elle était oblique sur AB, par 
exemple, elle serait plus longue que la perpendiculaire abaissée 
sur AB du point où elle coupe GD, ce qui ne se peut II s'agit 
donc de mener une perpendiculaire oonunune aux deux droites 
AB et GD. 

Pour cela je mène, par un point quelconque de GD, une pa« 
rallèle GF à AB; et, d'un point quelconque B de celle-ci, j'abaisse 
la perpendiculaire BG sur le plan de l'angle FGD; par le 
point G, je tire GI parallèle à G F, et par conséquent à AB; etf 
par le point I , IK parallèle à BG. Cette droite IK est perpendi* | 
culaire aux deux droites AB et CD : car elle est perpendiculaûv 
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«a plan F G D , puisqu'elle est parallèle à BG 099) 5 donc elle est 
perpendiculaire à CD et à IG, et partant à AB« 

Je dis maintenant que le problème n'admet qu'une solution. 
Supposons, en effet, que l'on puisse mener une seconde perpen- 
diculaire MJ9 aux deux droites AB et CD. Si par le point Bf on 
tire la parallèle NE à AB, HN sera perpendiculaire sur NE, et 
partant au plan F G D : donc elle sera dans le plan A BGI , qui est 
le lieu de toutes les perpendiculaires abaissées des diffërens 
points de AB sur le plan FGD (506) : donc elle deyra rencon- 
trer CD au point 1, ce qui est absurde (61); donc RI est la seule 
perpendiculaire que l'on puisse mener à la fois sur AB et sur CD. 

523. ScHOLiE* Les deux droites AB et €D, qui ne se rencon- 
trent pas, ont cependant, Funeà l'ëgard de Tautre, une certaine 
inclinaison que l'on mesure par l'angle que font entre elles deux 
parallèles menées à chacune de ces droites par un même point 
de l'espace, ou, plus simplement, par l'angle que forme l'une 

d'elles avec une parallèle menée à l'autre par l'un de ses points. 

Ainsi l'angle FGD est la mesure de l'inclinaison des deux droites 

AB et CD. 

524« Quant à Vinclinaison d'une droite AB sur un plan MN, fig. SS9. 
on doit éyîdemment prendre pour sa mesure le plus petit des 
angles qu'elle forme avec les différentes droites que l'on peut 
mener dans ce plan par le point B où elle le perce. Or cet angle 
minimum est celui même que la droite dont il s'agit fait avec sa 
pro)ection sur ce plan* En effet, pour avoir la projection de AB 
snr M79 , j'abaisse de l'un quelconque de ses points une perpen- 
diculaire AO sur ce plan , et je joins BO (505). Gela posé, soit 
B D une droite quelconque menée par le point B dans le plan MN« 
Je prends BD = BO et je joins AD. Les deux triangles ABO et 
ABD ont le côté commun AB, le côté BO =BDy et le troisième 
côté AO du premier est plus petit que le troisième côté AD du 
second : donc l'angle ABO est plus petit que ABD (206); donc 

L'inclinaison ePune droite sur un plan a pour mesure 
Vangle qu^elle fait avec sa projection sur ce plan. 
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CHAPITRE IL 

DES ANGLES DliORES ET POLTiORES. 

525. On appelle jjtglb BiiDKi la pardon indéfinie d^ 
t espace comprise entre deux plans qui se coupent ^ et son,€. 
terminés à leur ligne d'intersection* Cette droite se nomme 
f arête da dièdre , et les deux plans qui le comprennent en sont 
F%. 266. les Jaces, Ainsi la droite BC est l'arête du dièdre ABCD, et les 
plans AG etBD en sont les faces. On désigne, comme on voit, uo 
dièdre par quatre lettres , dont les deux extrêmes indiquent des 
points quelconques de ses faces , et dont les deux moyennes ap« 
partiennetft à Farète. Quelquefois même on dénomme un Sèdre 
seulement par les deux lettres placées sur Varèle; mais il &ut 
pour cela que cette arête ne soit pas commune à d'autres dièdres* 
Ainsi dans la figure 266 on dira très-bien le dièdre B G pour dési- 
gner l'angle formé par les deux plans AG et BD. 

526* Si par nn point quelconque G de l'arète du dièdre BG 
on mène dans chacune de ses faces les perpendiculaires 6F et G£ 
à cette arête, elles formeront un angle F 61, que l'on nomme 
Pangle rectiligne correspondant au dièdre BG, et cet angle 
est le même, quelle que soit la position de son sommet G sur 
l'arète. On voit en effet que , si l'on fait la même construction pour 
tout autre point L de cette arête, l'angle KLO sera égal à F6Iy 
puisqu'ils auront leurs côtés parallèles et dirigés dans le même 
sens. 

527. Deux dièdres B G et B'G' sont é^aux lorsque leurs 
angles rectilignes correspondans VGl et F'6'r sont eux- 
mêmes égaux» 

En effet on pourra superposer les deux angles égaux FGI 
et F'6T de manière qu'ils coïncident parfaitement , et alors les 
arêtes BG et B'G', qui sont respectivement perpendiculaires aux 
plans de ces angles (4841), coïncideront (489); les denx droites 
F'6' et B'G' étant ainsi placées sur F6 et B G , le plan MC se con- 
fondra avec le plan AG ; il en sera de même da plan B'B' à l'égard 
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^e BD, et -par conséquent les deox dièdres BG et B'C coïncide- 
ront : donc ils sont égaux* 

thj&ohâmb* 

52S. Béclproquement^^ï deux dièdres BG et B'G' sont 
égaux y leurs angles rectilignes corrèspondans FGI etVG'ï 
seront aussi égaux. 

On pourra placer en effet ces deux dièdres de manière qu'ils 
se recouvrent par&itement, et que le point G' soit sur 6. Mais 
alors les perpendiculaires FG' et FG aux arêtes B'G' et BC , coïn- 
cideront. 11 en sera de même des droites G'I' et GI , de sorte que 
Fangle F'G'Ï se confondra arec FGI : donc ces angles sont ^aux; 

529. Vn pian AB est pbrfbnsicitlaibb sur un autre MN p%. aer. 
lorsqu'il forme avec bildeux dièdres adjacens égaux ABGM 

et ABGÎ9. On dit alors que ces dièdres sont droits. 

THÉOmàMB. 

530. Vangle rectilig^e correspondant à un dièdre droit, 
est aussi droit. 

On Toit en effet que, si par le point G on mène dans les 
plans MJY et AB les perpendiculaires IK et FG à Tarète BG, 
tes angles rectilignes FGI et FGK, correspondans aux dièdres 
^aux ABCM et ABGN, seront égaux, et par conséquent droits. 

TBÉORÀMB* 

531. Réciproquement, si Pan^e rectiiigne FGI, corres" 
pondant au dièdre ABGM, est droit, ce dièdre sera aussi 
droit. 

Car l'angle F GJL, adjacent à FGI, sera droit : donc les deux 
dièdres AJBGM et ABGN, qui leur correspondent, sont égaux, 
«t sont par conspuent droits. 

532. GoROLLAiRB. Tout plan AB conduit suivant une per- 
pendiculaire FG a un autre plan Mlf , est perpendiculaire 
à celui-ci. ^ r r 

Ainsi tout plan vertical, c'est-à-dire tout plan conduit suivant 
la verticale tfnn lieu, est perpendiculaire à un plan horizontal 
quelconque. 

THiomÀME. 

*»33. Si deux plans AB et BN sont perpendiculaires entre 
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eux , et que ton mène dans le premier une perpendiculaire 
VG à leur intersection BG, cette droite sera perpendicu^ 
laire au second. 

EleroDs, en effet, dans le plan BN la perpendiculaire GK sur 
Fintersection BG; l'angle F6K sera le recliligne correspondant 
an dièdre ABGN, et sera par conséquent droit : donc la 
ligne F G, perpendiculaire aux deux droites BG et GK. menëes 
par son pied dans le plan BN, sera perpendicolaire à ce plan. 

THiomiMB. 

S^« Rëcîproquement, ^i deux plans AB et BN sont per- 
pendiculaires entre eux , et que par un point quelconque G 
de leur intersection on élèi^e une perpendiculaire G F surit 
second, cette droite sera située dans le premier* 

Appliqœis le précepte da n.o 59. 

« 

THéOBÈMB. 

535. Si deux plans ÀB er £D qui se coupent sont perpen* 
diculaires à un troisième MN, leur commune intersection FG 
est perpendiculaire à ce troisième. 

Car, si par le point G commun aux trois plans on éière une 
perpendicolaire an plan MN, elle devra se trouver à Ja fois 
dans lés deux plans AB et ED : donc elle sera leur intersectîos 
même FG. 

Ainsi FintersecUon de deux plans verticaux est une verticale. 

53& Si une droite est perpendiculaire à un plan y la prch 
jection de cette droite sur un plan quelconque seraperpen^ 
diculaire à la trace du plan dont il s^agit sur le plan de 
projection. 

Gar, puisque la droite est perpendiculaire m plan donné, son 
plan projetant est perpendiculaire à celui-ci (532); mais il Test 
aussi au plan de projection (506). Ainsi, le plan donné et le plan 
de projection étant perpendiculaires au plan projetant de U 
droite, leur commune section, c'est*à-dire la trace du plan 
donné, sera perpendiculaire à ce plan projetant (535), et partant 
à la projection de la droite, qui est une ligne tracée dans ce plan. 

537. ScHOLiB. La réciproque n'est pas vraie ^ on peut dire 
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seulement que d la projection d^une droite sur un plan est 
perpendiculaire à la trace d^un plan donné sur celui^ , le 
plan projetant de la droite est perpendiculaire au plan 
donném En effet cette trace est perpendiculaire an plan proje- 
tant de la droite (533) : donc le plan donné est perpendiculaire à 
ce plan projetant (532). 

Il suit de là que, lorsque lès projections d^une droite sur 
tieua: plans de projection sont perpendiculaires aux traces 
d^un plan sur ces deux-'làj la droite est perpendiculaire à 
ce plan : car, les deux plans projetao» de la droite ëtant per- 
pendiculaires à ce plan, leur commune section, c'est-à-dire cette 
droite 9 Fest aussi. 

THBORàMB. 

538. Deux angles dièdres ABCB et EFGH sont propor^ pfg. 26». 
tionnels à leurs angles rectilignes correspondans IK.Ii et 

"En effet, dëcrivons entre les côt^ des denx angles rectilignes, 

et avec le même rayon, les arcs IL et MO, et portons celui-ci 

sur l'autre autant de fois que la chose sera possible* Si ensuite 

on fait passer des plans par les points de division P et Q et par 

l'arête BG, leurs traces sur le plan de l'angle IKL formeront 

les angles PKL et QKP égaux à UNO, et par conséquent les 

dièdres KBGL et SBGP seront égaux à EFGH (527). On voit 

donc que le dièdre ÀBGD contient EFGH autant de fois que 

l'angle rectiligne correspondant IKL contient MNO, et que le 

dièdre restant ÀBGS correspond à l'angle rectiligne restant 

IKQ; par conséquent si Fon porte à son tour l'arc I Q sur MO, 

et que l'on fasse passer des plans par les points de division et 

par l'arête F G, on trouvera de même qne le dièdre EFGH con« 

tiendra ABGS autant de fois que MNO contiendra IKQ, et que 

le dièdre restant correspondra à l'angle rectiligne restant, et 

ainsi de suite si l'on continue d'effectuer sur les arcs IL et MO 

ks opérations nécessaires pour trouver la commune mesure des 

deux a-ngles IKL et MNO, et celle des deux dièdres ABGD et 

EFGn. Les deux séries de quotient que l'on trouvera ainsi seront 

donc les mêmes : donc le rapport des deux dièdres ABGD et 

EFGH est le même que celui des deux angles rectilignes corres-* 

pondans IKL et MNO (37), ce qu'il fallait démontrer. 
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THiOB.ijiB. 

539. 17» tfngfff dièdre a pour mesure Pangle red 
correspondant» 

Mesurer un angle dièdre A, c'est chercVier le rapport de cet 
angle à un autre angle dièdre pris pour unité. Si donc on prcn^ 
le ni&DRE ©E.OIÏ 1) pour unité , la mesure de A. sera le rapport 
de A à D. Mais nous venons de voir que deux dièdres sont pro- 
portionnels à leurs angles rectilignes correspondans : si donc 

B et C représentent ces angles rectilignes, le rapport -^ sera le 

B 

même que celui ^ , et par conséquent ce dernier sera la mesure 

de A* Otj si l'on conyîent de prendre l'angle droit G pour unité 

B 

d'angle rectiligne, le rapport -^ sera la mesure de l'angle B : 

G 

donc la mesure de l'angle B sera aussi celle de l'angle A ; donc 
un angle dièdre a pour mesure son angle rectiligne corres^ 
pondant (a) y en attachant à cette manière de s'énoncer le sens 
que nous ayons expliqué au nfi 135. 



(a) On pourrait demander si im dièdre peut avoir pour mesure un an^le 
rectiligne autre que celui qui est formé par deux perpendiculaires menées dans 
chaque face sur l'arête et au même point Si cela était, il faudrait d'abord que 
les deux côtés de cet angle fussent également inclinés sur l'arcte: car le 
dièdre et l'ange rectiligne qui lui sert de mesure devant varier dans le même 
rapport, Il faut nécessairement que le second devienne nul en même temps 
que le premier. Considérons donc le dièdre ABGS> et supposons que Tangle 
IKQ , formé par les deux droites IK et KQ , également inclinées sur ses faces , 
varie dans le même rapport que ce dièdre. Amenons le plan SG dans une 
position quelconque RG , et soit KP la position que prend alors la droite BQ. 
IToos aurons donc : 

ABCS : IKQ :: SBG&: QSJ>:: ABCR: IKP; 

d'où, en appliquant le principe du n.^ 221 de TArithmétique, 
ABCS + SBCR : IKQ + QKP :: ABCR: IKP. 

Mais les antécédens de cette proportion sont égaux : danc les conséquent 
le doivent être. Ainsi, pour que l'angle rectiligne IKQ puisse servir de mesure 
au dièdre ABCS, il faut que 

IKP = IKQ + QKP; 

donc les trois droites IK, QK et PK doivent être dans un même plan, sans 
quoi on pourrait les regarder comme étant les arêtes d'un trièdre , et Ton au> 
wît en conséquence (547) : IKP < IKQ + QKP. Cela posé, â l'on prend 
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5/l0. ScBOLiB. Si l'on compare les énoncés des théorèmes 125, 
126, 131 et 132, à ceux des propositions 527, 528,538 et 539, 
on Terra que l'angle rectîligne correspondant à nn dièdre est 
à regard de ce dièdre ce qu'est à l'égard d'un angle Tare compris 
entre ses côtés, et décrit de son sommet comme centre. ' 

Bemarqaons encore que, les angles dièdres étant dans l'espace 
ce que sont les angles rcctilignes sur le plan où ils sont tracés , 
on peut en conclure que, quand deux plans se coupent, les 
dièdres adjacens valent ensemble deux dièdres droits , et 
que cexxx qui sont opposés par V arête sont é^aux ; que , quand 
deux plans parallèles sont coupés par un troisième , les 
dièdres alternes^internes , ou alternes-externes^ ou corres" 
panda ns, sont égaux, etc. Il suffirait, pour le démontrer, de 
mener un plan perpendiculaire à Farète de l'un des dièdres que 
l'on compare. 

On devra observer toutefois que les réciproques de ces der- 
nières propositions ne sont vraies qu^ autant que les dièdres 
don t il s'agit ont leurs arêtes parallèles : car deux plans qui 
ne sont pas parallèles peuvent très-bien former des angles égaux 
arec un troisième. 

541. On appelle ihglb foltâdre la portion indéfinie de Fig. S69« 
Pespace comprise entre plusieurs plans qui passent par le 
même point , et qui se terminent à leurs communes inter- 
sections. Ce point est le sommet de l'angle polyèdre, ces inter- 
sections en sont les arêtes, et les angles plans que cbacune 
forme avec la suivante en sont les faces* Ainsi S est le sommet 
de l'angle polyèdre SABGDE; les droites SA, SB, SG, SD, 
SE, sont ses arêtes, et les angles ASB, BSG, GSD, DSE,ESA, 
sont ses faces. On désigne, comme on voit, un angle polyèdre 
par la lettre du sommet suivie de celles qui sont placées res- 
pectivement sur un point de chaque arête. Souvent aussi on le 
dénomme par la lettre seule de son sommet ; mais il faut pour 
<^ que ce sommet ne soit pas commun à d'autres angles po- 

les trois distances égales Kl , KQ et KP, et que l'on joigne BI, BQ et BP, 
ces trois dernières lignes seront trois obliques égales menées du point B 
«» le idan KIQP ; car les triangles BKI , BKQ et BK.P, ont un angle égal 
compris entre côtés égaux. Donc la perpendiculaire abaissée du point B sur 
ce plan tombera en K, et coïncidera ainsi avec BK. Donc, pour que l'angle IKQ 
po^sa^ serrir de mesure au dièdre ABCS, il faut que ses côtés soient perpcn^ 
diculaires à l'arête de ce dièdre. 
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Ijèdres* Ainsi, dans la fignre269, nous dirons très-bien Fan^Lo 
S pour désigner l'angle polyèdre S ABC DE. 

542. Si une ligne droite , tracée d^une manière quelconque, 
ne peut rencontrer la surface d'un angle polyèdre en plus de 
deux points, on dit que cet angle poljèdre est convejce ou 
à angles dièdres saillans; dans le cas contraire il est dit 
concasse ou à angles dièdres rentrans. L'angle S de La fi- 
gure 269 est convexe , et celui T de la figure 270 est concave» 
Les dièdres saillans de ce dernier sont TA, T B, T D, T £ , T F, 
T G, et il n'a qu'un dièdre rentrant TC. Cet angle rentrant Tant 
quatre dièdres droits, moins le dièdre B T G D, qui nous présente 
son ouverture. 

543. Quand nous parlerons d'on angle polyèdre, il s'agira too- 
jours d'un angle convexe, à moins que nous n'exprimîoiiA Je con- 
traire. 

5ft4. On distingue les angles polyèdres d'après le nombre de 
leurs faces on de leurs dièdres, et on leur a donné des noms qni 
désignent précisément le nombre de ces faces. Ainsi l'on appelle 
angle trièdreoasitnplemeuUrièdre l'angle polyèdre qui a 3 faces, 

angle tétraèdre un angle polyèdre qui a 4 

angle pentaèdre* 5 

angle hexaèdre». 6 

etc. 

Remarquons que le trièdre est le plus simple des angle/' 
polyèdres , et que l'on peut partager un angle polyèdre quel- 
conque en trièdres , comme on partage un polygone en triangles 

PIg. 271 . sas. Si d^un point S', pris dans r intérieur d^un trièdre S, 
on abaisse sur ses faces ASB, ASG «f BSG» /e^ perpendi" 
culaires S'C', S'B' et S'A', et que par ces perpendiculaires 
prises deux à deux, on fasse passer des plans ^ on formera 
un second trièdre S', et les deux trièdres S et S' jouiront 
de ces deux propriétés^ l.o que les arêtes de chacun seront 
perpendiculaires aux faces de Vautre; Ifi que les faces de 
chacun seront les supplémens des dièdres de Vautre. 

1.0 On voit que l'arête SA, par exemple , est perpendiculaire 
à la face B'S'C, dont les arêtes sont supposées perpendicnlairea 
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•HZ feœs ASB et ASC adjacentes à SA : car le plan B'S'C est 
perpendiculaire à la fois aux deux plans ASB et AS G (532), 
et par conséquent à leur commune section SA (535). 

2.0 Je dis qtic le dièdre G'S'B'A', dont l'arête S'B' est perpen- 
diculaire au plan de la (ace AS€, a cette face pour supplé- 
ment. En effet 9 cette arête étant perpendiculaire aux traces AB' 
et B'G des faces G'S'B' et A'S'B' sur le plan A S G, l'angle AB'G 
est le rectiligne correspondant an dièdre S'B'; maïs la somme 
des angles du quadrilatère S AB'G yaut quatre droits; et comme 
les angles A et G sont droits, puisque les arêtes S A et S G sont 
perpendiculaires au faces B'S'G' et B'S'A', on voit que les angles 
ASC et AB'G sont supplémentaires (a). 

546* Sgholu« Les deux trièdres S et S' sont dits supplé- 
mentaires l'un de l'autre , parce que chaque face de l'nn est le 
supplément de celui des dièdres de l'autre dont l'arête est per-^ 
pendlcnlaire au plan de cette face. 

Reoiarquons que ces trièdres seraient encore supplémentaires 
si, le point S' étant, par exemple, sur S A, les perpendiculaires 
à ASBetASG étaient dirigées tontes deux extérieurement ou 
toutes denx intérienrement à ces faces. S'il n'en était pas ainsi, 
ou bien si le sommet du trièdre S' était extérieur au triêdre S , 
il y aurait des faces de l'un qui seraient égales aux dièdres cor- 
respondans de l'antre, an lien d'en être les sapplémens. 

TH£OB.àHX. 

5A7. Dans tout triêdre une face quelconque est plus 
petite que la somme des deuœ autres* 

Soit ASG la pins grande des trois faces : je dis donc que fig. 27s. 
ASG<ASB+BSG. 

Traçons , en effet, dans le plan de la face A S G la droite S B, 
qui fasse ayec SG un angle DSG=BSG ,et tirons la droite AG 
d'an point quelconque de S A à un antre point quelconque de S G* 
Gette droite coupera SB en un certain point D* Prenons ensuite 
SB=SD, et joignons BA et BG. Le triangle BSG est égal à 

(a) SI l'angle dièdre SG était oblus , il pourrait se fiUre que le point B' se Fig. 272» 
trouvât à droite de SG : alors la projection du point A' sur le plan ASG serait 
à droite de B' en D, de sorte que l*ang!c AB'D serait le rectiligne correspon- 
dant au dièdre S'B'; mais alors cet angle est le supplément de AB'G , qui est 
égal à ASG. 
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DSC (199) : donc DG=BG. Or la droite AG est pins petikte 
que la brisée ABC : donc , en retranchant d'une part D G , et de 
Fantre son égale BG, il restera AD^AB* Mais le coté SA es% 
commun aux deux triangles ASDet ASB^etSDz^SB r donc 
l'angle A S D, opposé au coté AD, est plus petit que Pangle A SB^ 
opposé au coté correspondant AB. Si donc on ajoute au premier 
Fangle DSG»et au second Tangleégal BSG,on auraASD-f- DSC, 
c'est-à-dire AS.C<ASB + BSCy ce qu'il Mait démontrer* 

TBÉO&ÂMB. 

Fîg. 260. 5 48. Dans tout angle polyèdre cortezb S la somme des 
faces est plus petite que quatre droits. 

Goupons l'angle polyèdre proposé S'par un plan qui ren- 
contre toutes ses arêtes (a), et soit ABGDE le polygone £onaé 
par les traces de ce plan sur les fiaces de S. Prenons dans Vm- 
térienr de ce polygone un point quelconque 0, et joignons-le à 
tous les sommets A,B,G,D,£: nous formerons autour de ce 
point autant de triangles qu'il y en a autour de S , de sorte que 
la somme des angles des uns sera égale à celle des angles des 
antres; par conséquent, si l'on démontre que la somme des angles 
à la base des premiers triangles est moindre que la somme des 
angles à la base des seconds y on devra en conclure que, par 
compensation y la somme des angles autour du sommet S sera 
moindre que celle des angles autour du sommet 0; et , comme 
celle-ci vautquatre droits, le théorème se trouvera ainsi démontré* 

Or au point A nous avons un trièdre formé par les plans S AB, 
E AB et B A S : donc, en vertu duthéorème précédent, Pangle B AB, . 
c'est-à-dire EAO + OAB, est moindre que SAE + SAB. Oo 
verra de même que ABO + OBG<SBA+SBG, et ainsi de 
suite : donc la somme des angles à la base de tous les triangles 
dont le sommet est en est plus petite que la somme des angles 
à la base des triangles dont le sommet est en S. Ainsi dans tout 



(a) La chose sera toiqours possa)le : car, ]'angle S étant convexe , te plan 
d'one (kce quelconque ne peut rencontrer la surface de cet angle, de sorte 
que toutes les autres arêtes sont situées d'un même côté de ce plan. On voit 
donc que l'on pourra toujours mener par le sommet S. un plan qui laisse toutes 
; les arêtes de l'angle polyèdre d'un même c6té , et qu'ainsi , en conduisant par 

^ un point de l'une de ses arêtes un plan parallèle a ceJui-cl, il coupera toutes. 

' les autres. 
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-angle polyèdre conreze la somme des faces est moindre qae 
^atre angles droits. 

Cette démonstration exige bien que l'angle S soit convexe: 
car, si le dièdre SB, par exemple, était rentrant, au lien d'avoir 
ABO + OBC<SBA + SBC, on anrait 4""— (ABO + OBC) 
^ SJBA rf- SBC; ainsi le théorème ne serait plus vraL 

TSiO&iMB. 

54i9« La somme des dièdres d^un angle trièdre quelconque 
est plus grande ^ueBBUx droits, et plus petite que six» 

Construisons, en effet, le trièdre S' supplémentaire du trièdre 
proposé S. La sommedesdièdresde celui-ci, augmentée de celle 
"des faces de l'autre, formera siœ droits : donc la somme de ces 
dièdres est moindre que six droits. D'un autre côté la somme des 
faces de S' est moindre que quatre droits : donc la somme des 
-dièdres de 8 est plus grande que deux droits, puisque ces deux 
sommes réunies forment six droits* 

550, Dans tout trièdre le plus grand dièdre est opposé à Fîg. f74, 
ia plus grande Jace y et y réciproquement, la plus grande 
"face est opposée au plus grand dièdre, 

1*^ Soit ASG^BSC: je dis que le dièdre SB est plus grand 
que SA* En effet d'un point quelconque G de Farète commune 
à ces deux faces j'abaisse la perpendiculaire G sur le plan de 
la troisième ; puis de son pied je tire les perpendiculaires 
OA et OB sur SA et SB, et je joins AG et GB. Ges droites seront 
perpendiculaires respectivement sur ces lignes (495) : de sorte 
que les angles GAO et GBO seront les rectilignes correspondans 
aox dièdres SA et SB, et qu'il suffira ainsi de prouver que le 
premier est plus petit que le second. 

Or les deux triangles rectangles ASG, BSG, ont l'hypotbé- 
nuse commune S G; et, puisque l'angle ASG est supposé plus 
grand que BSG, on conçoit que si l'on rabat le second de ces 
triangles sur le plan du premier, en le faisant tourner autour de 
se, le côté SB viendra tomber dans l'angle ASG, et qu'ainsi 
la perpendiculaire G B '^ G A : donc , si l'on rabat aussi le triangle 
COB sur GO A en le faisant tourner autour de GO, le point B 
Tiendra se placer entre A et , de sorte que l'angle B > A (1 88). 
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2.0 La réciproque se dëmontrerait de la même manière , eo 
commençaDt par comparer Jes triangles CAO et €B0. 

THBO&àXE. 

551 • Dans un trièdre isoii>&B, c'esUà'dire qui a deux fktcts 
égales, les dièdres opposés aux faces égales sont égaujp ; et, 
réciproquement, si deux dièdres dun trièdre sontégatuCj 
les faces qui leur sont opposées sont égales. 

La déixKmst ration est la même que toat à l'hecure. 

THÉORiHE. 

552. Si deux triédres S et S' ont leurs faces égales cha^ 
cune à chacune, savoir : ASC=A'S'C', ASB=A'S'B', et 
BSG=B'S'€'9 leurs dièdres homologues, c'est-à-dire ceux 
qui sont opposés à des faces égales, sont égaux* 

Faites dans le trièdre S la même construction qa'an n*^ 550^ 
puis, ayant pris S'C = SG, exécutez sur le trièdre S' les mêmes 
constructions que sur S. Je dis d'abord que les angles GA.O et 
et G'A'O', GBO et G'B'O', sont égaux. 

En effet les triangles rectangles SAG et SA'G', ayant l'fay- 
pothénnse égale et un angle égal, sont égaux : donc S'A'=:S A, et 
A'C=AG. Par une raison semblable S'B'=SB , et B'C'=BC : 
donc les deux quadrilatères ASBO et A'S'B'O', ont deux côtés 
consécutifs égaux SA et S'A', SB et S'B', adjacensà des angles 
égaux chacun à chacun ; donc ils sont égaux (263) ; donc 
A'0' = AO, et B'0'=BO. On voit par là que les triangles rec- 
tangles AOG et A'O'G', BOG et B'O'G', ont l'hypothénuse égale et 
un cofé égal, et qu'en conséquence ils sont égaux : donc l'angle 
G'A'0'=GAO, et l'angle G'B'0' = GBO. Mais ces angles sont 
les rectilignes correspondans aux dièdres S'A' et SA, S'B' eiSBi 
donc ces dièdres sont égaux. 

Il ne s'agit donc plus que de démontrer Pégalîté des dièdres 
SG et S'G',et l'on y parviendra en répétant pour l'une des arêtes SA 
ou SB la construction que nous venons de faire pourl'arète S G. 

Remarquons que, si le point O tombait à gauche de SA, l'angle 
G AO corresppndrait non plus au dièdre G S AB, mais à son sup- 
plémentaire; et, la démonstration précédente pronrant que le 
supplémentaire de GSAB est égal à celui de G'S'A'B',on encoo- 
durait encore l'égalité de ces deux dièdres. 

Si l'angle ASG est droit, la perpendiculaire abaissée àeO 
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sur SA ira couper cette arête précisément an point S (61), de 
sorte que l'angle rectiligne correspondant au dièdre S À sera 
alors CSG, et que le quadrilatère OASB deviendra le triangle 
OSB. Gomme les deux quadrilatères OASB et OA'S'B' avaient 
deux côtes consécutifs égaux adjacens à des angles égaux cha- 
cun à chacun, ks deux triangles OSB et O'S'B' seront dans le 
cas d'egaJitë énoncé au nfi 201 : car l'angle OSB, différence 
des angles A SB et AS 0, est égal à O'S'B', différence des angles 
A'S'B' et A'S'O' : donc S'0'= SO, et 0'B'=OB; donc, etc. 

Si les deux angles ASC et BSG étaient droits, la droite SG, 
et partant les deux plans À S G et B S G, seraient perpendiculaires 
•à laÊice ASB : donc les dièdres SA et SB seraient droits, et 
par conséquent ^aux aux dièdres respectifs SA' et S'fi'. Qaant 
jauK deux autres dièdres S G et S'G'^ ils ont pour rectilignes cor* 
respondans les /aces ASB et A'S'B', et ainsi ils sont égaux. 

553* Deux trièdres sont é^aux lorsquHls ont leurs faces 
égales chacune à chacune et sbmblablbmbht disposées (a). 

Portons, en effet, le trièdre S' sur le trièdre S, en plaçant 
la îstce A'S'B' sur son égale ASB de manière que leurs arêtes 
homologues coïncident. Alors le plan de la face A'S'G' tombera 
sur celui de ASG, puisque les deux dièdres SA et SA' sont 
^aux (552), et que, les faces homologues étant semblablement 
disposées, les arêtes S G et S'G' doivent se trouver d'un même 
coté du plan commun AS B ^ donc , puisque l'angle A'S'G'= A S G, 
l'arête S'G' se dirigera suivant SG , et les deux faces B'S'G' et 
BSG coïncideront nécessairement. 

554. ScHouB T. Si les faces homologues n'étaient pas sembla- 
blement disposées , il arriverait que, quand on aurait superposé 
les faces A'S'B' et ASB^ en plaçant S'A' sur SA et S'B' sur SB, 
il arriverait, dîs-je, que les frètes S'C' et SG se trouveraient de. 
part et d'autre du plan ASB, de sorte que la ooincidence des 
deux trièdres n'aurait plus lieu. En vain voudrait-on renver<« 
ser le trièdre S' sens dessus dessous, et placer S'A' sur SB et 



(a) G'est-Àrdire que, à l'on place deux faces égales l'une sur l'autre en faisant 
coïncider \exa% arêtes homologues, les deux arêtes restantes seront situées 
d'un même côté de la face commune. 
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S'B! sur sa, afin de ramener ies deux arêtes S'C et S€ d'un 
même cote do plan ASB r car alors le dièdre S'A' répondrait 
an dièdre SB; eC, comme ces dièdres sont inëgatiz aussi bien 
que les faces A'S'C et BSG, il serait toujours impossible de 
£ùre coïncider les trièdres S et S', bien que toutes leurs partiel 
homologues soient égales* On dit alors que les deux trièdres sont 
symétriques. Ainsi nous appellerons trièdres symétriques 
deux trièdres qui auront toutes leurs parties constituantes 
égales chacune à. chacune , mais disposées dans un ordve 

IRTEUE. 

On forme immédiatement le trièdre symétrique d'un trièdre 
donné en prolongeant les arêtes de celui-ci, et prenant pour 
ses laces les angl^ plans opposés par le sommet à celles de ce 
trièdre* On voit en effet que si l'on fait faire une demi-reTola- 
Flg^ S75b tion à l'angle B'SA' dans son plan et autour de son sommet S, 
ses côtés S'A' et S'B' Tiendront s'appliquer respectivement sur 
SA et SB, mais que les arêtes S'C et SG resteront de part et 
d'autre du plan commun. 

Soit S G" la position qu'occupe alors l'arête S'G'* Je dis que 
les deux arêtes S G et S G" sont situées dans un plan perpen* 
diculaire à A S B , et sont également inclinées sur ASB. Prenons, 
en effet y S G" = S G, et joignons G G": il suffira de démontrer qœ 
leplan A SB est perpendiculaire sur le milieu de GG" (552 et 524l)« 
Pour cela je joins les points G et G" avec deux points quel- 
conques A et B des arêtes S A et SB, ce qui forme les triangles 
égaux G SA et G"SA, GSB et G"SB (199) : donc GA=G"A,et 
G B=:G"B; donc, si l'on joint le milieu de G G" avec les poin& 
S;A,B, les trois droites SO, AO et B Oseront perpendiculaire! 
à G G" (71), et par conséquent détermineront un plan perpen- 
diculaire à G G" (487) et en son milieu. Ma'is ce plan n'est autre 
que ASB : donc, etc. 

On voit par là que les deux trièdres SABG et S"ABC sont 
symétriquement placés de part et d'autre du plan ASB, et 
voilà pourquoi Legendre les a appelés angles trièdres STxi- 

TRIQUES. 

On conçoit que deux angles polyèdres quelconques concaves 

Fig. 269. ou convexes S et S' peuvent avoir toutes leurs (aces consécutives 

égales chacune à chacune, savoir : ASB=A'S'B', BSG=B'S'C', 

GSD=G'S'D', etc., mais disposées dans un ordre inverse; et 

leurs angles dièdres homologues (ceux qui sont compris entre 



PIS lîIGLBS BlàDHES BT POLT&DEES. 257 

^8 facesëgales), S A et S'A, SB et S'B', S G et S'C, etc., égaux. 
Alors, si l'on place la face A'S'B', par exemple, sur son égale A SB, 
exx faisant coïncider leurs arêtes, homologues, tontes les autres 
arêtes homologues des deux angles S et S' seront situées de part 
et d'autre du plan commun AS B, de sorte que ces deux angles 
■polyèdres ne pourront pas coïncider , bien que tontes leurs par- 
ties constituantes soient égales. Nous dirons donc encore qu'ils 
sont symétriques. 

d55. ScHOLiB II. Dans les figures planes il n'y a point, à pro- 
•pxrement parler, d'égalité par symétrie: car, comme le dit 
LegendrCy toutes celles qu'on voudrait appeler ainsi seraient 
des égalités absolues ou de superposition. Si l'on abaisse, en effet, 
de tons les sommets d'un polygone ABC DE, des perpendico-. Vlg. 270. 
laires sur une droite quelconque X Y, tracée dans son plan,qn'on 
prolonge chacune d'elles d'une quantité égale à elle-même , et 
que Ton joiç^nc deux à deux leurs extrémités, on formera un po- 
lygone A'B'G'D'E' , qui aura bien ses angles et ses cotés égaux 
chacun aux angles et aux côtés du polygone ABC DE , et disposés 
dans un ordre inyerse. Cependant il suffira, pour superposer 
ces deux polygones, de plier la figure le long de XT. Ainsi ces 
polygones sont réellement symétriques par rapport à la droite XT, 
que Von appelle en conséquence leur axe de symétrie ; mais ils ne 
sont pas symétriques dans le sens que nous ayons attaché à cette 
expression en parlant des trièdres SABC et S"ABC. C'est qu^n Fig. 275. 
effet on peut prendre indifféremment le dessus pour le dessous 
d'une figure plane, et vice versa, et qu'il n'en est pas aiusi 
pour les figures qui réunissent les trois dimensions de l'étendue. 

556. Deux trièdres S et S' sont égaux lorsque leurs 
dièdres sont égaux chacun à chacun , et que leurs faces 
liomologues sont semblahlement disposées. 

Si l'on construit, en effet, les deux trièdres supplémentaires 
T et T' des trièdres S et S', ils auront leurs faces homologues 
égales chacune à chacune (545), et par conséquent leurs dièdres 
homologues ^aux chacun à chacun (552) : donc les trièdres S 
et S' auront ainsi leurs faces homologues égales et, par h3rpo- 
thèse, semblahlement disposées; donc ils sont égaux. 

17 
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TBÉOllilIB. 

557« Deux trièdres sont égaux lorsqu'ils ont un dièdre 
égal compris entre deux faces égales chacune à chacune , 
et semblablement disposées* 

Bépélez ici la dëmonstration da b.o 553. 

th£orâhb. 

558. Deux trièdres sont égaux lorsqu'ils ont une Jace 
égale adjacente à deux dièdres égaux chacun à chacun, 
et que leurs Jaces homologues sont semblablement disposées* 

Xa dëinonstration est analogue ^ celle du n.o 553» 

559* ScHOLiB. Si les ël^meDs dont l'ëgalîté constitue celle des 
deux trièdres, étaient disposes dans un ordre inyerse, ces deux 
trièdres seraient symétriques. On conçoit, en effet, que si Fon 
construit le symétrique du premier de ces trièdres, il sera égal 
au second, en vertu de l'un de nos trois derniers theorènoes» 

THiORÀMB. 

rig. 274. 560. Deux trièdres symétriques S et S' sont équivalens. 
Prenons, en efiet, sur les arêtes du trièdre S les trois dis- 
tances égales SA, SB, SC; menons un plan par les trois points 
A, B, G; et abaissons sur ce plan la perpendiculaire 50. Klle 
ira tomber au centre du cercle qui passerait par ces trois 
points (494,2.°). Conduisons des plans par cette droite et cbacnne 
des trois arêtes SA, SB et S€; prenons ensuite SA' = SA, et 
exécutons sur le trièdre S' la même construction que sur S. Gels 
posé, les triangles S AG et S' A'G' sont égaux (1 99) ; donc AG = A'C. 
Parlaméme raison'!AB=A'B',etBG=B'G' :donc les triangles 
ABG et A'B'G' sont superposables , et par conséquent les rayons 
AO et A'O' des circonférences ABG et ABG' sont égaux 0^9); 
ainsi les triangles isocèles AOG et A'O'G' sont équilatéraux 
entr'eux : on pourra donc les superposer en plaçant les points A' 
et G' respectivement sur G et sur A : donc la perpendiculaire 
S'O' au plan A'B'G', prendra la direction SO (489); et, comme 
elles sont égales, puisque les triangles rectangles S AO et S'A'iV 
ont l'hypotbénuse égale et «n coté égal, le point S' tombera sur 
S ; ainsi le trièdre S'O'A'G' coïncidera parfaitement avec S OAC 
On démontrerait de même que les trièdres SOAB et S'O'AïV 



1>ES ÂTXQLES IMJÈD&B8 BT POLTàBHBS* 2&9 

!SOBG et S'O'B'C sont ëganx. Pais donc que le trièdre S' 
«st composé avec les trièdres VO'A'G, S'O'AV et S'OÏ'G', 
connue S l'est ayec les trièdres correspondans SOAG , SOAB 
«t SOBC , on doit conclure que ces deux trièdres sont équîra" 
lens. 

PROBLàjCB. 

561. Etant données les mesures À , B, G (539) des trois Fis* 27B, 
dièdres d^un nngle trièdre S, trouver la mesure de ce 
trièdre en prenant le t&i£d&b t&irbgtanglb (a) pour unité. 

Le trièdre trirectangle étant la moitié de Fangle dièdre droit, 
-on voit que si on le prend pour unité , les mesures des dièdres 
SA, SB et SG seront respectivement 2A, 2B et 2G. Gela posé, 
prolongeons les trois arêtes du trièdre S en S A', SB' et SG^ On 
voit immédiatement que la somme des deux trièdres SGBA 
et SGBA' compose le dièdre GAA'B; ainsi 

S+SGBA' = 2A; 
■de même 

S+SGAB' = 2B. 

La somme des deux trièdres SGA'B' et SG'A'B' forme le dièdre 
A'GG'B'; mais le trièdre SC'A'B' est équivalent à son symétrique 
S (534 et 560) : donc 

S + SGA'B'=2C. 

Si maintenant on additionne ces trois équations , on verra que 
la somme de leurs premiers membres se compose de deux fois le 
trièdre S, et des qualre trièdres S, SGBA', SGAB' et SGA'B', 
qin, remplissant tout Fespace situé au dessus du plan ABAV 
et autour de leur sonunet commun S , valent quatre trièdres 
trirectangles,c^e8t-à«dire quatre, unités : donc on aura 

2S+4=2A + 2B + 2G5 

dToii, en divisant tout par 2, et retranchant ensuite deux unités 
des deux memlnres : 

S=A + B + C— 2. 

Ainsi un trièdre a pour mesure Pexcès de la somme de 
ses trois angles dièdres sur deux droits , c'est-i-dire le rap- 
port de l'excès de la somme de ces dièdres sur deux droits à 



{à) On appelle ainsi le trièdre qai a ses trois angles dièdres droits. 
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l'angle droit: car on peut regarder le nombre abstrait 2 comme 
exprimant le rapport de deux droits à l'angle droit. 

THéOHàHB. 

562. Tout angle polyèdre a pour mesure la somme de 
ses angles dièdres diminuée d'autant de fois deux droits 
qt^il a de faces , moins deux* 

1.0 Supposons d'abord qne l'angle polyèdre proposé soit 
ooBTexe» Si, par une arête quelconque de l'ui de ses dièdres, et 
par celles de tous les dièdres nonadjacensà celui-ci ,011 mène 
des plans , on partagera cet angle polyèdre en autant de fxièdres 
qu'il a de faces, moins deux (256, 1.^); donc sa mesure sera ^ale 
à la somme de tous les dièdres de ces trièdres, moins autant de 
fols deux droits qu'il a de faces, moins deux; mais la somme des 
angles de tous les trièdres est évidemment égale à la somme des 
dièdres de l'angle polyèdre proposé; donc enfin un angle po^ 
lyèdre convexe a pour mesure la somme de ses angles 
dièdres diminuée d'autant de fois deux droits qu'il a de 
faces y moins deux. 

■ 2.0 Si l'angle polyèdre e^ concave , on l'enfermera facile- 
ment dans un angle polyèdre convexe, en menant des plans par 
les arêtes des faces qui forment les angles rentrans (256, 2.o^ • ^ 
en retranchant ensuite du nouvel angle polyèdre successivement 
chacun des trièdres dont on aura augmenté le premier, on re- 
viendra à ce premier. Ainsi, dans la figure 270, ou auracondDÎt na 
plan par les deux arêtes TB et TD : donc, pour avoir la mesore 
de l'angle T, il faudra diminuer celle de l'angle TABBEFG de 
celle du.trièdre TB€D,vc'est-à-dire de 

DTBC + BTDC + BTCD— 2=DTBC + BTCD— C + 2 : 

car l'angle BTCD est égal à quatre droits moins l'angle ren- 
trant C. Mais ABTD — DTBCzsB^ et BDTE— BBTC=D; 

donc enfin la mesure de l'angle polyèdre primitif sera égale 
à la somme de ses angles y diminuée d'autant de fois deux 
droits qu'il y a de faces, moins deux, dans l'angle TABDEFG» 
moins deux droits , c'est-à-dire diminuée d'autant défais deux 
droits qu'il a de faces y moins deux* 

Gomme ce raisonnement pourrait évidemment s'appliquer ï 
chacun des angles rentrans de l'angle polyèdre proposé, notre 
théorème 0e trouve ainsi démontré dans tons les cas. 
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FROBLiHB. 

t 

563. Etant donnés trois des six élémens d^un trîèdre, 
4Îéterminer les trois autres par une construction graphique. 

On distingue dans un trièdre six ëlémens y savoir : ses trois faces 
et ses trois dièdres , de sorte que l'énonce du problème présente 
six questions à rëssoudre : car on peut donner sucessivement , 

1 .0 Les trois fiaces; 

2.0 Deux faces, et le dièdre compris; 

3.^' Deux feces , et le dièdre opposé à Pune d'elles ; 

4.0 Une face , et les deux dièdres adjacens ; 

5.0 Une face , et deux dièdres dont l'un est opposé à cette &ce; 

6«<^ Les trois dièdres. 

Or ces six questions peuvent se réduire à trois : car si l'on 
donnait ,par exemple, les trois dièdres A, B, G d'un trièdre(a), 
les fiaices du trièdre supplémentaire vaudraient respectivement 
180°— A, 180°— B, 180°— C. Si donc on savait résoudre la 
première question, on pourrait déterminer les dièdres de ce 
trièdre supplémentaire, de sorte qu'en en prenant les supplé- 
mens, on aurait les fecesdn trièdre proposé. Ainsi la sixième et 
]a première question se réduisent à une seule. Il en est de même 
«le la cinquième et de la troisième, -ainsi que de la quatrième et 
de la seconde. Nous n'aurons donc à nous occuper que des trois 
premiers problèmes. 

56^. PRXHii&B QUBSTioif. Etant données les trois faces 
a^h, c,d*un trièdre , construire Jes angles recUlignes correS' 
pondans à ses dièdres» 

Si l'on fait sur un plan quelconque un angle ASB=:c, et FIg. 277. 
ensiute les deux angles kS'fiz=:b et BSG"=a, on pourra re- 
garder ces angles comme les rabattemens des faces & et a sur le 
plan de la troisième c. Si donc on prend les deux distances 
égales S G' et S G", et qu^oû abaisse de& points G' et G" les per- 
pendiculaires G'AO et G"BO sorSAetSB, lorsqu'on ramènera 
les angles b et a k leur position primitive, les points G' et G" 
viendront se réunir en un seul, que j'appellerai G; et, comme les 

(a) Noos conviendrons de représenter par A , B , G , les dièdres d'un trièdre 
ciuelconque, et par a^ 6, <? , les faces opposées de ce trièdre , de sorte que « , 
par exemple , représente la face opposée au dièdre A. . 



droites C'A et C"B n'aoront pas cesse d'être perpendicidttres & 
S A et SB, elles formeront alors avec AO et BO des angles CAO 
•tCBO, ipà seront les rectilignes correspondans aux dièdres 
SA et SB. 

Ponr constmire le premier, f observe qne dans le movyexaent 
de rotation delà &ce b autour de S A, le pointC décrit une cix- 
conférence dont A est le centre, et €'A le rayon [le plan db 
cette circonférence est perpendiculaire à S A (488)^. Si donc on 
£Biit tourner son plan autour de sa trace CAO , le point C viendira 
se rabattre sur le plan AS B, en un certain point de la circcmfif- 
rence G'G(. Mais dans ce mouvement la droite GO, intersectîoiL 
des deux plans GAO et GOB, ne cesse pas d'être perpeodica- 
laire (535) sur AO : donc elle se rabattra sur la perpendicalair& 
€,0 à AO , de sorte que le point G se trouvera alors en Ce L'angle 
G. AO est donc le rabattement de G AO, et est ainsi Faogk recti- 
ligne correspondant au dièdre SA. 

On verra de la même manière que Pangle G^B corresposndant 
au dièdre SB, s'obtient en joignant le point B avec le point G, ^ 
intersection de la perpendiculaire élev^ au point sur OB 9vee 
la circonférence décrite da point B comme centre avec le 
rayon B G". 

On aura une vérification de l'exactitude des constructions sî W 
deux droites 0G| et OG. sont égales* 

Enfin^ pour avoir le troisième angle dièdre S G , il n'y aura qcA 
prendre pour plan de développement celui de la face h oa celm 
de la foce a. Mais il sera en général plus simple de concevoir 
par le point G ua plan perpendiculaire à la troisième arête 
S G. Ses traces sur les plans des deux faces a et S, formeront ua 
angle qui sera le rectiligne correspondant au dièdre S G , et lenra 
rabattemens sur le plan de développement seront les perpeacKm- 
laires G'D, G''£ aux droites S G' et S G"; et, comme , dansie mou- , 
vement de rotation des faces a et b, les points B et E sont restés 
immobiles, puisqu'ils se trouvent sur les deux cbamières, on 
voit que la droite D E est la trace du plan dont il s'agit sur ASB» 
Si donc on le rabat sur ce dernier, en le fiûsant tourner antour 
de DE, les dktances du point G aux points D et B resteront 
égales à G'D et à G"E; de sorte que le rabattement dn pcÂnt G. 1 
sera le point y de section des arcs décrits avec ces rayons: do»^ 
l'angle 'DyE est le troisième angle demandé. 

Remarquons toutefois que si Fangle b , par exemple , était droit 
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obtus, la traee da plan perpendiculaire à l'arête S G, sur le 
plan de cette face, serait parallèle à SA., oa ne la rencontrerait 
^e dans son prolongement. Dans le premier cas la construction 
ne serait plus possible, et dans le second l'angle DG£ pourrait 
être le supplément de l'angle demandé* 

Si la constr action est possible , les trois pomts S;D et y doivent 
se troaver sur une même droite perpendiculaire à DE. En eflfet, 
puisque le plan CD E est perpendiculaire à la droite S G , sa trace 
D B sur A S B doit être perpendiculaire à la projection S de cette 
droite sur ce plan (536), Donc la droite qui joint le point G avec 
I, est perpendiculaire sur DE (495); donc son rabattement ly 
l'est aussi; donc ce rabattement est le prolongement de SD L 

I«e problème que nous Tenons de résoudre sera toujours pos- 
sible si la plus grande des trois faces données est plus petite 
^pB la somme des deux autres* Supposons, en effet , que la face 
▲.SB, sor le plan de laquelle on a développé :les deux autres, soit 
la plus grande* Lesprolongemens des perpendiculaires G'A et G"B 
iront ainsi couper la circonférence du rayon SC entre À' etB'; 
et, eomme l'arc A'B' est, d'après l'hypothèse, <A'G' + B'G", le 
point N sera nécessairement situé entre A' et H; de sorte que le 
point O de concours des perpendiculaires G'A et G"B sera inl^ 
rieur à la circonférence S G' : donc G'A ^ AO; le triangle G.AO 
sera donc possible. Si on le relève perpendiculairement an plan 
A. S B , et que l'on joigne la nouvelle position G de son sommet avec 
S, on formera nn triangle rectangle SAG égal à SAG' (199) : 
donc S G = S G' , et l'angle A S G sera égal à A S G'* Mais le triangle 
rectangle GSB sera aussi égal à G"S B (21 6) : donc l'angle GSB sera 
ëgal à CSB^donc le trièdre SABG aura bien ses trois faces égales 
aiix trois angles donnés. 

565* SicoHDi QVBSTiair. Etant données deux faces h et c, et 
le dièdre A ^u^eUes comprennent, déterminer la troisième 
face e€ les deujc autres dièdres. 

Getbe question se réduit à trouver la troisième fece: car abrs 
en pourra construire les deux dièdres iaconniis par le problème 
précédent* 

Faisons sur un plan quelconque deux angiles ASBs=c et Fîg. S7& 
G'SA=t : on pourra regarder celui«-ci comme le rabattement 
de la foce b sur le plan de c. Si donc on abaisse d'an point quel- 
ttopque G' de S G' la perpendiculaire G'AO sur SA, lorsqn'oa 
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ramènera la face ^ & sa position primitive, la droite C'A formera^ 
arec A on angle qnî sera le rectiUgne correspondant au dîèdre- 
S A. Mais dans le mouvement de rotation de la face b aatour ds- 
SA le point qui est rabattu en G' , et que nous appellerons C, 
décrit une circonférence dont A est le centre et C'A le rayon r bî 
donc on fait tourner son plan autour de sa trace CAO, le point 
G viendra se rabattre sur le plan ASB, en un certain point de Isr 
circonCérenee G'C, ; mais dans son mouvement l'inclinaison de 
€A sur AO ne changera pas : donc cette droite se rabattra sur 
la ligne AG, , qui fait avec A un angle égal au rectiligne corres- 
pondant au dièdre SA, de sorte qi^ le point G se trouvera aiors^ 
en G,. Par conséquent, si l'on abaisse de ce point la perpendicu- 
laire G|0 sur AO', le point O sera la projection de G sur le plan 
A SB. Donc, si l'on joîat € avec le pied de la perpendiculaire OI^ 
à SB, la droite GB serajaussi perpendiculaire à SB; de sorte 
que, quand la troisième face sera rabattue sur le plan A SB, le 
point G se trouvera sur le prolongement de OB; mais sa distance 
au point S n'aura pas varié; et ainsi ce point sera aussi sur la cir- 
conférence S G' : donc il sera déterminé par leur intersection €'V 
de sorte que BSG" sera le rabattement de la troisième fiice. 

566. Troisiâke cubstioit. Etant données deux faces a et c 
et le dièdre A opposé à la première , déterminer ta troisiê'nze 
face et les deux autres dièdres. 

Ge problème se réduit encore comme le précédent à la déter- 
mination de la troisième face h. 

FIg. 279. Faisons, sur un plan, l'angle ASB= c, et BSG"= a : on pourra 
regarder ce dernier comme le rabattement de la face a sur le 
plan de c. Mais, dans le mouvement de rotation de cette face, 
' un point quelconque G de l'arête opposée à c, aura décrit uae 
circonférence dont le plan sera perpendiculaire à SB, et 
dont le centre sera sur cette droite : de sorte que si C est le 
rabattemeut de ce point, le rayon de cette circonférence sera 
la perpendiculaire G"B à SB: donc, si l'on rabat cette circonfé- 
rence sur le plan A SB en faisant tourner son plan autour de sa 
trace G"BA^ le point G viendra se rabattre sur la circonférence 
G"B. Mais il appartient aussi à la trace du plan GB A sur celui de 
la troisième face : donc , si l'on peut construire sur A S B le rabat- 
tement de cette trace, le rabattement de G sera déterminé. 
Pour y parvenir, je conçois par le point B un plan B A' per- 
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pendiculaîre à Tarète S A ; les traces des dênx plans BA et B A' 
aixr cehii de la troisième face' iront concourir en un point K de 
leur intersection, laquelle est une perpendicnlaire aérée an 
point B sur le plan A S B ( 532 et 535 ) ; donc , dans le montement 
de rotation du plan AB, ce point K vient se rabattre sur SB, 
de sorte qoe, si la longueur de KB ëtait connue, on aurait le ra- 
battement sur A SB de la trace du plan AB. Mais l'angle KA'B 
est le rectiligne correspondant an dièdre donne SA : donc, si l'on 
lait tourner le triangle KA'B autour de sa base A'B, le côté K A' 
Rendra se rabattre sur la droite K'A', qui £siit avec A'B un angle 
ëgal à A, etKB' tombera sur la perpendiculaire BK'. Bamenant 
eelle-ci sur S B en BK", et joignant AK", on aura le rabattement 
de la trace du plan AB sur celui de la troisième face : donc le 
point C se trouvera ainsi rabattu en M on en M.. 

Actuellement, sî Von ftdt tourner le plan de la troisième face 
antour de SA, comme charnière, pour l'abattre sur le plan 
A SB, les distances du point G, suppose rabattu en M , aux points 
A et S de la charnière, ne varieront pas : de sorte que ce point 
viendra se placer au point €' d'intersection des arcs AMet SG"; 
donc C'S A est la troisième face correspondante au point M* 

On trouverait de la même manière l'angle G .SA pour la troi- 
sième face correspondante au point M,. 

On voit ainsi que le problème admettra en gënëral deux solu- 
tions. Cependant, si les deux points de section de la droite AK" 
avec la circonférence BC étaient situes de part et d'autre du 
point A, il n'y aurait qu'une solution : car, en construisant le 
trièdre détermine par le point de section situé à gauche de A, le 
dièdre dont l'arête est SA, serait supplément de A. Si la droite 
AK" était tangente à la circonférence, il n'y aurait plus qu'une 
solution, et il n'y en aurait aucune si cette droite et cette circon- 
férence ne se rencontraient pas. 

Bemarquons que si l'on ramenait le plan ABG" à sa position 
primitive, les points M et M, se projetteraient en P etP.; de sorte 
que la troisième fiice, en venant se rabattre sur le plan A S B, les 
emportera sur les prolongemens des perpendiculaires abaissées 
de Pet de Pt sur SA: donc ces perpendiculaires doivent aller 
passer parles points respectifs G' et G,, ce qui fournit une véri- 
fication de l'exactitude des constructions. 

567» CoBOLLAiaB. Dans l'arpentage on a souvent à construire 
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la projection horizontale, c'est-à-dire la projection snrini]^»» 
horizontal de l'angle forme par deox droites inclinées sur ce plnu 
Or, ai l'on imagine par leur point de concours une ?erticale, et 
que l'oo mesure les angles qu'elle forme avec chacune des deux 
droites dont il s'agit , on aura les trois faces d'un tnèdredoiitle 
dièdre qni a pour arête la verticale, a pour angle rectillgne 
correspondant la projection horizontale de la face opposée , 
c'est-à-dire de l'angle proposé. U sera donc farile d'obtenir 
cette projection (56ft> 

On détermine encore la projection horizontale d'un angle 
donné, ou, comme disent les arpenteurs, Pan^lc réduit à Fha^ 
rizon de la mcmière suivante, qui est fort simple : 
Ffg. SSO. Supposez que S G représente la verticale, et tracez les froi» 
angles B'S G, G SA, A S B", respectivement égaux aux trois angle» 
donnés, le dernier étant celui que l'on veut réduire à rhorizon* 
Menez la perpendiculaire indéfinie XYà SG: vous pourrez la 
regarder comme la trace d'un plan horizontal sur celui de la face 
verticale G S A. Or, dans le mouvement de rotation des denz. 
faces autour des charnières S G et SA, les distances des points 
S, G et A de ces charnières à la trace B de la troisième arête sar 
ce plan n'ont pas variés donc SB^ et B'G sont ces deux premières 
distances; et si, ajantpris SB"=SB',on jomt AB", cette droltie 
■era la troisième , car le triangle A SB" est évidemment égal siu 
triangle ASB (199)* Si donc on décrit des centres G et A. le^ 
arcs B'i^ et B"iS, le triangle AGjS sera égal au triangle formé par 
les traces des faces du trièdre S sur le plan horizontal (207); de 
sorte que l'angle AGjS sera égal à la projection horizontale de 
l'angle observé ASB, et, par conséquent, sera cet angle réduit 
à Fhorizon. 
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TROISIÈME SECTION. 

DES SUBFACES COURBES. 



CHAPITRE PmEMIBR. 

BBS DII?7ÉRENTES ESPÈCES DE SURFACES COURBES, 
BT DE LEURS PROPRIÉTÉS GÉNiRALES. 

56S.SiFonfâitiiioaToir xmtligne dans l'espace, ilpoorraarriver, 

ou qu'elle conserve sa forme en changeant de position, ou qu'elle 

Tarie en inème temps de forme et de position. Dans les deux cas, 

on conçoit que cette ligne engendrera ainsi une surface : car il est 

clair que le lieu de tontes ses positions successives partagera 

Fespace en deux parties auxquelles il servira de limite» La nature 

de la surface ainsi engendrée dépend donc des lois qui règlent à 

cliaque instant la forme de la ligne mobile que Von nomme la 

génératrice delà surface, et sa position dans Fespace* 

On Toit donc que toute surface peut être regardée comme 
engendrée par le mouvement é^une ligne de forme constante 
ou variable dans V espace , et que cette surface sera complè- 
tement détermiiiée lorsqu'on sera en état de construire, pour 
un point quelconque, la génératrice suivant la forme et la posi- 
tion qn^elle doit avoir en passant par ce point On détermine 
ordinairement les positions successives de la génératrice en l'as- 
sojettissant à se mouvoir sur une ou plusieurs lignes fixes que ron 
appelle directrices. 

Ainsi noQS avons vu que Fon engendrerait un plan en faisant 
glisser une ligne droite parallèlement à eDe-mAme le long d'une 
antre droite (481). La première est la génératrice, et la deuxième 
est la directrice* Ici la forme de la génératrice est constante. 

Si l'on fait tourner une ligne quelconque CMD autour d'une Fîg. 291. 
droite fixe AB, on engendrera une surface que l'on appelle de 
rérolotion, et la forme de sa génératrice sera encore constante* 
liais si Fon observe que dans le mouvement de cette courbe les 
perpendiculaires abaissées de ses diffiârents points sur l'axe de 
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Tévoludon AB dëcment des circonférences qui ont pour oentreff^ 
les points où elles coapent cet axe, on comprendra que Ton 
pourra encore regarder la surfiice comme engendra par une 
circonférence qui se mouyrait de telle sorte qne, son centre ëtant 
toujours sur la droite AB, et son plan ëtant toujours perpendi- 
culaire à cette droite , son rayon soit, à chaque instant , ^al à la 
distance des points où son plan coupe les deux lignes AB et G M]> 
données dans l'espace. Alors la courbe gënëratrioe cliange en 
même temps de forme et de position. 

569. Les surfaces que l'on emploie le plus fréquemment dan» 
les arts sont celles qui ont pour génératrices la ligne droite eth 
circonférence. 

Parmi ces dernières on distingue spécialement celte qui est 
produite en faisant tourner une ligne autour d'un axe Bxb^ et que 
nous avons nommée surface de révolution. Les plans qui pas- 
sent par Faxe coupent la surface suivant des courbes symétriques 
par rapport à cet axe (555) , et qui sont évidemment toute» 
égales entre elles. On les appelle des méridiens. Les plans per- 
pendiculaires à Taxe coupent tous la surface suivant des circonfé- 
rences dont les centres sont sur cet axe, et qui sont généralement 
inégales. On les nomme d^ parallèles. 

570. Une des surfaces de révolution les plus remarquables 
est celle des tonneaux. Si l'on plie une planche mince rectan- 
Fîg>- 882. gulaire entre trois points fixes A, B^G, tels que celui du milieu soit 
équidistantdes deux autres, les bords rectiUgnes de cette planche 
deviendront des lignes.courbes; et, si l'on fait tourner l'une d'elles 
autour d'un axe fixe DEF parallèle à la droite AG, elle engen- 
drera la surface du tonneau. Pour exécuter ce vase, on conçoit 
la circonférence décrite par BE divisée en un assez mad 
nombre de parties égales, et l'on imagine des plans par chaque 
point de division et par l'axe' D F. De cette manière la surface 
de révolution se trouve divisée en un certain nombre de parties 
égales, et l'onformechacune d'elles an moyen d'une petite planche 
mince appelée douve. Or il est clair que les douves diminuent 
de largeur depws leurs milieux jusqu^â leurs extrémités, de 
sorte que les planches doivent être ainsi terminées par des lignes 
courbes. Le tonnelier, pour tracer ces courbes, n'a d'autre guide 
que ses yeux : aussi ne parvient-il qu'après de longs tâtonnemens 
à obtenir des douves qui joignent bien et qui forment réetlemeni 
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-ODe sarfece de révolution* Or la géométrie fournit le moyen de 
tracer les douves aussi exactement qu'il est nécessaire. 

Supposons, en effet, le tonneau construit, et soit ABCAVC la 
figure d'une de ses douves. Concevons que l'on ait partagé la mé- 
ridienne ABC en parties très-petites A G, GI, IB. ... et que par 
les points de division on ait mené des plans perpendiculaires à 
l'axe DF« Ces plans couperont la surface de la douve suivant des 
droites G G', If, BB'. . . . et l'axe aux points K, L. . . . Imaginons 
eocore une méridienne par le milieu de BB': elle coupera les 
droites AA',GG',II'. . . . perpendiculairement, et chacune en son. 
milieu. Gela posé, tracez sur une planche très-mince ou sur une 
feuille de carton une droite ac' égale en longueur à la courhe géné- 
ratrice, reportez sur cette droite les divisions de cette courhe , et. 
par ses points de division élevez des perpendiculaires à a'c" res- 
pectivement égales à A A', G G', ir,BB'. . .Il est clairqu'en repliant 
la droite a c" sur A*'G'', les points de division et lesperpendiculai res 
de la première tomberont sur les points de division et sur les 
perpendiculaires homologues de la deuxième : donc les lignes 
agîh. ... et agih\ . . . recouvriront exactement les méridiennes 

ABC et A'B'C. Or tous les triangles DAA", KG G", LU" , 

sont semhlables à EBB"^ donc on a les proportions 

be:bb"::ad:aa", 

be:bb"::kg:gg", 

BB:BB"::iL:ir, 

etc. 

Ainsi l'on obtiendra les longueurs de A A", G G", II" en 

cherchant des quatrièmes proportionnelles à BE , BB" et AD ; 
àBB, BB" et KG; à BE, BB" et IL, etc. Pour les obtenir faci- 
lement, on prendra sur les côtés d'un angle quelconque deux 
longueurs OB et A respectivement égales aux rayons E B et D A 
dn plus grand et du plus petit parallèle; on joindra BA, et l'on 

mènera du point les droites OG, 01 égales aux rayons 

des autres parallèles. Alors, si, ayant pris OB"=BB", on tire 

B"A", parallèle à BA, les parties OA", OG", 01" seront les 

quatrièmes proportionnelles demandées. On prendra donc 

a a=£i a=OA ,g g=g g =::0G , i i=zi i ==U1 i^n 

feisantpasser un trait continu par les points fl, g, i. c,unautre 

parlespointsa',^^',^' c',lafigureac' sera un patron d'autant 

plus exact de la douve que la méridienne aura été partagée en 
un plus grand nombre de parties. 
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571 . Il y a deux espèces de sur&oesengeadi^s par useligne 
droite : les surfaces gauches et Us surfaces développaideu Os 
comprend les unes et Itsautres sous ladënommatiotioomininede 
surfaces réglées , parce que l'on peut appliquer J'arète d'ue 
règle sur ces sur&ces« 

572. Le caractère distinctif des surfaces gaaclies eonaiste en 
ce que deux gënératrices consécutives ne sont jamais dans un 
inéme plan, de sorte que F élément de la surface compris entre 
ces deux droites n'est pas plan. C'est un élëment courbe qui est 
illimité dans le sens des droites qui le comprennent. 

On satisfait très-simplement à cette condition, c'estrà-dlre 
qu'on engendre une surface gauche en faisant glisser une l^ne 
droite sur trois droites qui ne sont pas parallèles à un même 
plan , ou bien en faisant mouvoir une ligne droite parallèlement 
à un plan Gxe , de manière qu'elle s'appuie constamment sur deux 
droites situées dans des plans différens. 

Il est d'abord facile de voir que l'une ou l'autre de ces condi- 
tions suflSt pour régler le mouvement de la génératrice : car, si, 
Fîg. 285. dans le premier cas, on prend un point quelconque M sur la direc- 
trice A, et que par ce point et chacune des deux autres directrices 
B et G on fasse passer des plans, leur intersection MIV rencontrera 
lesdeuxdroitesBet G : car, si elle était parallèle à toutes deux, fout 
plan parallèle au plan AMN serait parallèle à nos trois directrice^ 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Réciproquement, toute droite 
qui, menée par le point M, rencontrera les droites B et €, sera 
dans nos deux plans, et ^ par conséquent, coïncidera avec Hlf. 

Pour construire, dans le deuxième cas, la génératrice quiroH 
contrerait la directrice A en un point quelconque M, menez par 
ce point un plan parallèle au plan directeur, et joignez le point 
M avec celui où ce plan auxiliaire rencontrera la deuxième direc- 
trice. Ainsi , dans une échelle dont les deux montans ne seraient 
pas dans un même plan, ks échelons, supposés également es- 
pacés, seraient les génératrices d'une surface gauche dont ces 
montans seraient les directrices (520). 

Remarquons que dans ces deux modes de génération deux géné- 
ratrices ne peuvent pas se trouver dans un même plan, sans quoi 
les directrices seraient aussi situées dans ce plan, ce qui ne se peut» 

573. les surfaces gauches qui ont pour directrices des lignes 
droites, puissent d'une propriété très-remarquable dont on 
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trouyera la dëmonstration synthétique dans la géométrie des^ 
criptiveàe M. de Fourcy, celle de pouvoir être engendrées par 
une droite de deux manières différentes. Ainsi , que parmi toutes 
les droites qui s'appcûent sur les trois directrices À, B, C, on en 
choisisse trois àvolonté À', B', C, et que l'on fiisse mouvoir une 
ligne droite sur ces trois dernières : elle engendrera encore la 
même surface. D'oîi il suit, comme l'observe Monge , que cette 
sur&ce pourrait s'exécuter comme un tissu. Les fils de la chaîne 
seraient toutes les génératrices de l'un des modes de génération, 
et ceux de la trame seraient les génératrices de l'autre* 

57tt. Si une droite se meut de manière que, dans deux positions 
consécutives 9 elle se trouve dans un même plan, elle engendrera 
une svRFÀCB x^^vbloppablb , c^est^à^dire une surface dont tous 
Us élémens pourront être réunis dans un seul et même plan 
SAHS DÉGHi&iTEB Hi BVPLiGATURB. Eo effet, SI Pou fait toumer 
chaque élément avec la portion de surfece qui lui est adjacente au- 
tour de la droite qui le sépare de l'élément précédent, on pourra 
amener le deuxième élément sur le plan du premier, le troisième 
tnr ce même plan, et ainsi de suite, de sorte que la surfiaice tout 
entière viendra s'étendre sur le plan sans rupture ni duplicature* 

575. Si l'on considère une courbe à double courbure ^ c'est- 
à-dire telle que trois élémens consécutifs de cette courbe ne 
soient pas dans un même plan , comme une brisée d'un nombre 
mfini de cotés infiniment petits, et qu'on prolonge indéfiniment 
chacun de ses élémens, on formera évidemment une surface déve- 
loppable: car deux de ces droites consécutives sont dans un même 
plan* A.insi l'on engendrera une surface développable en fiiisant 
glisser une ligne droite sur une courbe à double courbure de ma- 
nière qu'elle lui soit constammenttangente.La surface est ainsi com- 
posée de deux nappes indéfinies séparées par la courbe directrice 
que Monge a nommée Varète de rebroussement de la surface* 

576. L'emploi des surfaces déveioppables est extrêmement 
fréquent dans les arts* Par exemple, lorsque le constructeur de 
vaisseaux a construit la carcasse d'un navire, il faut encore fer- 
mer les espaces compris entre les diverses pièces ABC DE et Fîg. 284. 
A'B'C'D'E' de la charpente avec des planches disposées côte à côte. 

Pour leur donner une forme convenable, on a recours à la 
méthode du nfi 570. En conséquence on partagera les deux 
courbes en un même nombre de parties; puis, ayant uni les 
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points de division B et B' , G et G' avec de fortes régies, 

on en courbera une antre sur tontes celles-ci comme on le 

voit en A"B"G" de manière qu'elle soit perpendicalakre 

à ££', par exemple; on conccYra ensuite des perpendicnlaîres à 
A"B"G". . • et l'on mesurera les parties de ces perpendiculaires 
comprises entre cette ligne et les directrices AE et A!E\ et il 
sera alors fecile de tracer le déreloppement des directrîoes 
AE et AE'. 

On obtiendra semblablement celui de l'arête Ai! en pre- 
nant EE' pour axe de développement ^ et l'on aura aînai un 
patron de la surfooe demandée. Il n'y aura donc pins qn'à le 
partager en parties proportionnées aux dimensions des planches 
que l'on doit employer, par des perpendicnlaîres aux axes de 
développement, et tailler ensuite les planches sur les patrons 
partiels ainsi déterminés. 

577. Parmi les surfaces développables celles qu'on appdle 
coniques et cylindriques sont les plus fréquemment employées 
dans lesarts« Nous nous en occuperons spécialement; mais dqos 
allons auparavant examiner quelques propriétés générales des 
surfaces» 

578. De même que l'on peut regarder une ligne courbe comme 
une brisée d'un nombre infini de côtés, de même aussi on peut 
considérer une surface courbe comme composée d'une infinité 
de facettes planes infiniment petites , que l'on nomme les élëmeiu 
de la surface. On conçoit en effet que si l'on fût passer un plan 
par trois points de la surface infiniment rapprochés, la portion 
de cette surface détachée par ce plan coïncidera très-sensible- 
ment avec lui* En conséquence nous appellerons plan tangent à 
une surface courbe en un point donné, le plan de l'élément sur 
lequel ce point est situé. Or , si l'on conçoit une ligne quelcongue 
tracée par ce point sur la snrface , il est clair que l'élément de 
cette ligne auquel ce point appartient, et par conséquent la 
tangente en ce point, sera situé sur l'élément correspondant de 
la surface : donc 

Toutes les tangentes aux différentes courbes que Von 
peut tracer sur une surface par Vun de ses points j sont 
dans un même plan , qui est le plan , tangent à la surface 
en ce point. 

579. La démonstration de ce théorème est, comme on voit^ 
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Fondée sur la considération des infînîiuent petits, mais <m peut 
l'établir directement de la manière sairante* 

Soit M un point quelconque d'une surface, AB la forme et F%. 285. 
la position de la génératrice quand elle passe par ce point GD 
une directrice de AB , et GF une autre courbe quelconque tracée 
par le point M sur la surface. Il est clair que si l'on prouve que 
la tangente à cette dernière courbe an point M est dans le plan 
détermine par les tangentes menées aux deux autres courbés 
A B et G D en ce même point , notre théorème sera démontré. 

Poar y parvenir, considérons la génératrice dans une autre 
position A'B', et soient M' et Ji' les points oii elle coupe GD et FG. 
Par les trois points M, M' etJf pris deux à deux menons les sé- 
cantes MM', M N' et M'Pi', qui seront évidemment dans un même 
plan. Si l'on suppose maintenant que la génératrice A'B' glisse 
sur GD en se rapprochant de AB, elle entraînera dans son 
mouvement nos trois sécantes, et leur plan tournera en même 
temps autour de M. Enfin, quand la génératrice sera revenue 
à la position AB, les points M' et N' coïncideront avec le point 
M, et les trois sécantes mobiles seront devenues tangentes aux 
trois courbes respectives GD, GF et AB. Mais ces trois sécantes 
étaient^ pour chaque position de la génératrice, toujours dans 
un même plan : nous devons donc conclure que, quand elles sont 
derenues tangentes, elles doivent se trouver encore dans un 
même plan, lequel est la limite des positions successives de celui 
des trois sécantes. 

M. de Fourcy observe que cette démonstration serait atta- 
quable si la génératrice changeait de forme dans son mouvement : 
car la définition de la tangente à une courbe (107) exige que 
la courbe conserve sa forme pendant que la sécante dont 
cette tangente est la limite, tourne autour d'un point de cette 
courbe. Mais , comme on n'a jamais à considérer, dans la pratique 
des arts, que des surfaces dont la génératrice est de forme cons- 
tante, cette restriction devient tout-à-fait indifférente pour les 
applications qu'on j fait de la géométrie. 

580. Gomme deux droites qui se coupent su£Ssent pour déter- 
miner un plan, on voit que, pour mçner un- plan tangent à une 
surface ea un point donné, il suffira de construire les tangentes 
à deux lignes tracées sur la surface par ce point, et de faire pas- 
ser un plan par ces deux droites; d'oii il suit que le plan tangent 

18 
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à une surface réglée en un point donné , doit contenir la gén^ 
ratrice qui passe par ce point: car cette droite est elle-même sa 
propre tangente. 

Par conséquent, pour construire le plan tangent à une sur&ce 
gauche en un point donné, il suffira de mener un plan par les 
d^w génératrices qui passent par ce point (573); et, comnae 
deux génératrices d'un même système ne sont pas dans no 
même plan (572) , on roit que les plans tangens menés à une 
ûvirtàce gauche en deux points diSérens d'une même génératrice , 
•ont différens; de sorte que le plan tangent à une pareille snr- 
bùOy coupe cette surface partout ailleurs qu'an point de 
contact 

581. Au contraire le plan tangent à une surface dérelop- 
pable en un point donné est tangent à cette surface dans tous les 
points de la génératrice qui passe par ce point. En effet, si l'on 
trace par le point de contact une courbe quelconque sur la sur- 
face, a est clair que la tangente à cette courbe en ce point, aura 
un élément dans le plan de la génératrice dont il s'agît et de h 
suivante : donc elle y sera tout entière; donc ce plan sera bien 
un plan tangent à tous les points de cette génératrice* 

582. Enfin le plan tangent à une surface de rérolation est 
perpendiculaire an plan du méridien sur lequel le point de con- 
tact est situé. En effet la tangente menée par ce point au parai- 
lèle sur lequel il se trouve, est perpendiculaire à IHntersectlon de 
ce parallèle et du méridien (108); et, comme ces deux plans sont 
perpendiculaires entre eux, elle est perpendiculaire au mén- 
dien (533) : donc le plan tangent lui est aussi perpendiculaire (532)L 

583. On appelle normale la perpendiculaire au plan tangant 
menée par le point de contact. 

CHAPITRE II. 
DES SURFACES CONIQUES. 

584. Oh appelle surface conique une surface engendrée par 
FIg. 286. une droite indéfinie AA' qui glisse sur une courbe donnée AMB, 

en tournant autour d'un point fixe S. . Cette courbe et cette 
droite sont respectivement la directrice et k génératrice de Js 
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sbrfoce. Le point iixe S en est le centre (230) : car on conçoit 
que , si ron prend de part et d'antre de ce point S deux distances 
égales SK , SX' sur la même génératrice, et que par les points 
K. et K' Où mène deux plans parallèles quelconques, le point S 
ditisera en deux parties égales les portions de toutes les autres 
génératrices comprises entre ces deux plans. 

On voit que la surface conique est composée de deux nappés 
qui sont engendrées respectivement par les parties indéfinies SA 
et SA.' de la génératrice AÀ'. 

585. Lorsque la directrice a qû centre, la droite indéfinie me- 
née par ce centre et celui de la surface conique se nomme V^xe 
de cette sor&ce. 

586. L'espace terfiaîné d^nne part par l'une des nappes d'une 
snrface conique, et de l'autre par un plan quelconque, a reçu le 
nom de cône. L'aire de la section faite sur ce plan par la surface 
conique est la hase du cône, le centre S en est dit le sommety et 
la perpendiculaire abaissée de ce sommet sur le plan de la base 
est la hauteur du cône; enfin Paxe de la surface comque est 
aussi V axe in cône* 

587. Le cône est droit on oblique suivant que son axe est per- 
pendiculaire on oblique an plan de sa base, et l'on dit qu'il est 
circulaire quand sa base est un cercle. 

588. Un cône circulaire droit peut être regardé comme pro- 
venant de la révolution d'un triangle rectangle autour de l'un 
des côtés de l'angle droit : car dans le mouvement du triangle 
rectangle ASO autour de S le côté AO décrit un cercle qui a pig. #87. 
pour centre le point ; la droite SA glisse donc sur la circon- 
férence de ce cercle en tournant autour du point A, de sorte 
qu'elle engendre une nappe d'une surface conique. 

Si donc on/ait tourner un angle qui n'est pas droit autour 
d*un de ses côtés, le côté mobile engendrera une nappe d'une 
surface conique circulaire droite. 

589. Il suit de la définition du n.» 584 que toute surface co- 
nique est déyeloppable: car deux génératrices consécutives sont 
toujours dans un même plan (574), Observons toutefois que la 
surfece conique échappe à la génération indiquée au n.** 575 : car 
1 arête de rebroussement se réduit ici à un point. 

590. Comme toutes les génératrices d'un cône droit sont 
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égales, oa voit que sî l'on conçoit sa sarface feadue le long d'uoe 
de ces génératrices et qu'on l'ëtende sur un plan, le dërelop^pe- 
ment de cette sarface sera un secteur A^'S'B', dont le rayon S'A! 
sera ëgalià cette génératrice, et dont la base A'B' aura même 
longueur que la circonférence de la base du cône, de sorte que, 
pour déterminer le nombre de degrés de cette base A'B'^ on 
posera la. proportion (a) 

A.O:SA::a::360. 

Si, par exemple, AO et SA valaient respectivement ô""*^ et 
10**°", on trouverait que a: = 216°. Ainsi, en faisant un angle 
de 216^, et décrivant entre ses côtés un arc doot le rayon eût 
10 centimètres, on aurait le développement du cône donné. Tel 
est le procédé qu'emploient les ferblantiers et les appareii/eurs. 

Si maintenant on veut rouler ce secteur en cône, il n'y aura 
qu'à le courber sur une forme conique , de manière à rappro- 
cber les deux rayons extrêmes S'A' et S'B', ce qui s'exécute de 
difiérentes manières, selon la nature de la matière dans laquelle 
le secteur a été taillé. Observons toutefois que, lorsque le cône 
doit être formé par superposition, il £iut augmenter Tare A'B' 
d'un ou deux millimètres. 

591 • Si le cône à développer est oblique -et à base quelconque , 
on emploiera le procédé dont les artistes font ordinairement usagt 
pour rectifier une circonférence (^06) , c'est-à-dire que l'on par- 
tagera le périmètre de cette base en un nombre assez grand de 
parties pour que l'on puisse regarder chacune d'elles coninne une 
ligne droite, et l'on concevra que l'on ait joint tous ces points de 
division avec le sommet; puis on construira successivement à la 
suite les uns des autres tous les triangles dans lesquels on aura 
ainsi partagé la surface du cône, ce qui sera facile, puisque l'on 
peut mesurer les trois côtés de chacun; et, eu faisant passer un 
trait continu par les extrémités des bases de tous ces triangles, 
le développement sera effectué. 

Ordinairement le cône est donné uniquement par sa base , sa 
hauteur, et la projection de son sommet; mais alors les côtés issus 
du sommet de ce cône sont des hypotliénuses de triangles rec- 
tangles qui ont pour hauteur commune celle même du cône, et 



(a) On a évidemment: À'B' : cire S'A'::a;:560, en appelant x le nombre 
4e degrés de l'arc A'B' ; mais A'B' ècirc AO : donc (401 ) AO : SA : : a; : 5ff#. 
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pour bases les distances des dlfFërens points de division à la pro- 
îectioQ du sommet, de sorte que ces cotés sont faciles à con»^ 

traire. 

THÉoaixs.. 

592L Tout plan mené dans une surface conique par une* 
de ses génératrices et un point quelconque de la direc- 
trice, la coupe suivant deux ou un plus grand nombre de 
génératrices. 

Il est clair en effet que les gënëratrîces qai passent par les 
points où le plan dont il s'agit conpe la directrice, ont chacune 
deux points dans ce plan , et y sont par conséquent tout entières: 
elles sont donc les intersections de ce plan avec la surface co- 
nique« 

593. Le plan conduit par une génératrice SA et la tan- Fig. 286. 
gente AT menée par sa trace à la base d^uncône, renferme les 
tangentes à toutes les courbes que Von pourra tracer sur le 
cône par les différens points de cette génératrice , de sorte 
que ce- sera le plan tangent au cône en Vun quelconque des 
points de SA* 

On démontrera ce théorème en faisant voir que le plan SAT 
contient la tangente RY à une courbe quelconque KL tracée 
sur la surface conique. Pour cela je mène un plan par la géné- 
ratrice SA, et un point M voisin de A : il coupera la surface 
conique- suivant la droite S M et la courbe KL en un certain 
point 19 de celle-ci. Maintenant , si l'on fait tourner ce plan autour 
de S A de manière que le point M se rapproche de A , les sécantes 
A M et KN tourneront en même temps autour de A et de K; et 
quand la droite variable S.M, qui contient les points M et N, 
coïncidera avec S A , les sécantes AM et KN seront devenues les 
tangentes respectives AT et KY ; mais le plan mobile anra pris 
alors la position SAT; et, comme les deux sécantes sont tou- 
jours restées dans ce plan , on voit ainsi que la tangente K Y est 
aussi dans le plan SAT. De plus ce plan est tangent à la surface 
conique (580) : donc , etc. 

594. ScHOLiB. Remarquons que si le point par lequel on veut 
mener un plan tangent à une surface conique était le centre 
même de cette surface , le problème serait impossible : car les 
diverses génératrices y sont elles-mêmes leurs propres tan-. 
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gentes, et cependant elles sont deux à deox dans des plans £A 
fërens. 

Remarqaons aussi que la dëmo&stratioa du n.o 579 ii*esf pas 
applicable an centre de la surface conique : car la génératrice 
parallèle à la base du oone se resserre de plus en plus en ap- 
prochant de ce centre, et finit par se réduire à un point; alors 
elle n'admet plus, à proprement parler, de tangente. 

Il en est de même pour les surfaces de révolution doat le 
méridien coupe l'axe sons un angle nul ou différent d'na droit t 
en ces points de section il n'y a point de plan tangent 

595* Si ron coupe une surface^ conique par deua: plans 
parallèles^ les intersections seront des courbes iemhiaB/es 
dont le rapport de similitude sera celui même des parties 
d^une même génératrice comprises entre ces plans et son 
centre, et dont les aires seront proportionnelles aux carrés 
des distances des plans sécans au centre de la surface. 
Fîg. 5«7. X enons, en effet, par le centre S une droite quelconque SO; par 
cette droite, et une génératrice quelconque S A, un plan. Soient 
AO et À'O' ses traces sur les deux plans sécans. Les triangki 
SÀO et S'A'O' seront équiangles, et pat conséquent le rapport 

-^ sera égal à celui de SA à SA'. Mais ce dernier est cons- 
tant (521) : donc le premier l'est aussi; donc les deux courbes 
d'intersection sont semblables^ et leur rapport de similitude est 

SA 
eflectîrement ^^y 

Xamtenant les aires des deux sections sont proportiozuwl/» 
aux carrés des rayons Teeteurs homologues AO et A'O' fMQ, 
et par conséquent aussi aux carrés des lignes SO et SO. Sî donc 
on a mené SO perpendiculaire au plan AOB, la seconde partie 
du théorème est démontrée. 

596. CoKOLimB. Toute section Aiite parallèlement à la base 
d'un cône circulaire est un cercle dont le centre est sur son 



597. Si l'on place un écran derant un point lumineux, il est 
daîr que tons les rayons de lumière qui viendront le firapper, 
4>çmeront un cône dont ce point et cet écran sont le sommet 
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«t l«i iMse ; et que, si, nprès aK>ir dispose un second écran pa- 

irallèlement au premier , on eniè?e toute la partie de cet écran 

<^uâ n'est pas comprise dans le cône , les deux écrans recevront 

alors les mêmes rayons lumineux. Par conséquent les intensités 

de la lumière sur ces écrans seront en raison inverse de leurs 

aires, et par conséquent en raison inverse des carrés de leurs 

distances au point lumineux. Ainsi , en portant un écran à des 

distances 2, 3, 4 • . . . fois plus grandes d'un point lumineux , cet 

ëcran sera A, 9, 16. . . fois moins éclairé. Tel est le sens qu'il 

faut attacher à ce principe de physique, que r intensité de la 

lumière croît en raison inverse du carré de la distance* 

I>^après cela , si l'on veut comparer entre elles les intensités 
de deux lumières , on admettra séparément ces deux lumières 
à travers deux tuyaux coniques réunis à leur sommet, et terminés 
par deux disques égaux d'un même papier blanc. Alors, en re- 
gardant les disques à la fois, ayant la tête enveloppée, pour 
exclure toute autre lumière , on fera éloigner ou rapprocher 
l'un des objets lumineux, jusqu'à ce que les disques paraissent 
également éclairés , et le rapport des intensités des deux lumières 
sera le rapport inverse des carrés de leurs distances à l'oeiL 

598. La portion d'un cône comprise entre deux plans paral^ 
lèles se nomme un tronc de cône h bases parallèles. La 
liauteur de ce tronc est la distance des deux plans , et la por- 
tion de génératrice qu'ils interceptent en est dite l'arête ou la 
génératrice. 

Il est évident qu'un tronc de cône droit à bases parallèles est 
engendré par un trapèze rectangle, tournant autour du côté 
qui est perpendiculaire à ses deux bases parallèles. 

Le développement de la surface d'un tronc de cône s'effectue 
par la méthode des n.» 590 et 591. 

THÉOKiai. 

599. Deuœ cônes droits sont tangens lorsque^ leurs axes 
étant dans le même plan , ils ont une génératrice commune 
située dans ce plan* 

En effet, si par un pokit quelconque de la génératrice com- 
mune ou mène deux plans perpendiculaires aux axes des deux 
cônes, ils couperont les deux surfaces coniques suivant deux 
circonférences de cercle dont chacune sera tangente & 1^ couk 
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maDe section de ces deux plans (535 et 1 1 4) , au pomt même oh 
ib coupent la génératrice dont il s^agit : donc les denx surfaces 
n'auront de commun que cette seule g^nëratriee. 

600. Ce tbéorème sert de base à la construction des engre- 
nages coniques ou roues d'angle, dont on fait un si fréquent 
usage pour transmettre à un axe le mouvement circulaire qai 
se ùàt autour d'un autre axe qui ne lui est point parallèle* On 
f\^, 288. conçoit en effet que le cône ASX ne pourra tourner autour 
de son axe sans faire tourner le cône AS Y autour du sien* Pour 
déterminer les angles générateurs de ces cônes, la position des 
axes SX et S Y étant fixée, on partagera l'angle XS Y de ma- 
nière que les perpendiculaires abaissées d'un point quelconque 
de la droite de division S A sur les cotés soient en raison iaversc 
des vitesses de rotation que l'on veut imprimer à ces axes. On 
pourra alors construire ces cônes , ou plutôt les troncs de cônes 
droits qui doivent porter les dents , et l'on exécutera la division 
de l'engrenage sur les circonférences tracées au milieu de leur 
largeur. 



CHAPITRE IIL 

IX£S SURFACES GT]:.INDaiQUBS. 

601* Oif appelle surface ctlihdriqvb une surface engen» 

F%. 289. drée par une droite indéfinie jLk\ qui glisse sur une courbe 

donnée CMB,en restant constamment parallèle à elle-même. 

Cette courbe et cette droite sont respectivement Ja directrice 

et lu génératrice de la surface. 

60Z Lorsque la directrice a un centre , la parallèle menée 
par ce point aux génératrices se nomme Vaxe de la surface 
x^lindriqne. 

603. LIespace compris entre deux plans parallèles et une 
surface cylindrique a reçu le nom de CYLiiinai. Les aires 
des sections faites sur ces plans par la surface cylindrique sont 
les hases du cylindre , et la distance des deux bases est sa fec»- 
teiir; enfin l'axe de la surface est aussi Vaxe du cylindre. 

604. Le cylindre est droit ou oblique, suivant que lagéne^ 
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ratrice de sa surface convexe est perpendicnlaire ou oblique 
aux plans de ces bases , et l'on dit qu'il est circulaire quand 
ses bases sont des cercles. 

605. Il suit des définitions des n.o« 584 et 60t qu'une surface 
cylindrique peut être considérée comme une sur&ce conique 
dont le centre est situé à l'infini : car alors toutes les généra- 
trices de celles-Hsi deviennent parallèles. Par conséquent la sur- 
face ;cylindrique jouira de toutes les propriétés de la surface 
conique qui seront indépendantes de l'éloignement du centre 
de cette sur&ce. 

606. D'après cela un cylindre pourra être regardé comme 
un tronc de cône à bases parallèles, dont le sommet est 
infiniment éloigné. Donc le cylindre droit circulaire est 
engendré par la révolution d^un rectangle autour d^un de 
ses côtés, 

607. Toute surface cylindrique est développàble (574 
ou 589) y et son développement, si elle est droite, sera un rec- 
tangle [a) dont la hauteur sera celle même du cylindre, et dont les 
bases seront égales en longueur aux périmètres de ses bases (590). 
B.ien ne sera donc plus facile que de construik-e le développement 
de la surface convexe d'un cylindre droit. 

Hais si le cylindre est oblique, il n'y aura qu'à l'entourer 
d'un fil fortement tendu. Ge fil prendra évidemment la forme 
de la ligne la plus courte que l'on puisse tracer sur la surface 
cylindrique, et de plus tous ses élémens seront perpendicu- 
laires aux génératrices correspondantes, de sorte qu'en mesu- 
rant les parties de ces génératrices comprises entre le fil et l'une 
des bases , on pourra tracer (570) le développement de cette 
base. Mais si le cylindre n'était pas exécuté , ou si la surface 
courbe n'était pas convexe , il faudrait avoir recours aux pro- 
cédés qu'enseigne la géométrie descriptive. 

608. Tout plan conduit par une génératrice et un point 
quelconque de la directrice coupe la surface cylindrique 
suivant deux ou un plus grand nombre de génératrices (592). 



(a) On conçoit en efleC que chaque point du périmètre d'une base décrit 
un arc de circonférence dont le plan est perpendiculaire à la génératrice qui 
sert de cKamière , et vient ainsi se rabattre sur l'intersection du plan de déve< 
loppement par le plan de cette base. 
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609. Tout plan conduit par une génératrice et la tar^ 
gente au point où elle perce la base du cylindre ^ renferme 
les tangentes à toutes les courbes que F on pourra tracer sur 
le cylindre par les différens points de cette génératrice , de 
sorte que ce plan touchera le cylindre en tous les points de 
cette génératrice (593). 

610. Si Von coupe une surface cylindrique par deux pUtns 
parallèles, les sections seront des courbes égales {jSSSÎ^ z car 
le rapport des rayons vecteani homologues est ici Funité, puis- 
que ces rayons sont égaux comme parallèles comprises entre 
parallèles» iinsi les deux bases d'un cylindre sont égales. 

611. Deux cylindres circulaires droits sont tangens' iors^ 
que y leurs axes étant parallèles ^ leurs surfaces ontunegéné-^ 
ra trice commune située dans ce plan (599) , ou ^ ce qui rerient 
au même, lorsque, leurs axes étant parallèles, la distance de 
ces axes est égale à la somme ou à la différence de leurs 
rayons, 

612. Il est évident que, si Ton dispose parallèlement les axes de 
deux cylindres circulaires droits, de manière que la distance de 
ces axes soit plus grande que la somme de leurs rayons, leurs 
surfaces couperont tonjours le plan des axes suivant les deux 
mêmes parallèles, lorsqu'on les fera tourner. Si donc, ayant nn- 
primé à deux pareils cylindres des mouremens contraires , ov 
fait passer entre eux une masse de matière susceptible de s'ë- 
tendre, elle s'alongera en une plaque ayant pour épaisseotr 
l'excès de la distance des axes sur la somme des deux rayons» Tel 
est le mécanisme des laminoirs» ' 



CHAPITRE IT. 

BE tJL SUEFACB SPHiBTQUE» 

613» La svxrACX spHémQUB est celle dont tous les points 
sont également distans d!un point que Von nomme gintbe, 
et Vespace enveloppé par cette surface s^ appelle spaiiiK* 

Les droites qui vont du centre à la surface se nomment rayons; 
et toute droite qui, passant par le centre^ va se terminer à la sur-^ 
face, est un diamètre. 



J>Ji LA 8VEVACB SPHl^llIQUS* ^5 

Tons les rayons sont ëgaoz; il en est de même des diamètres. 

61 ll« Il suit éfidemment de cette définition que la surface 
sphérùjue est engendrée par la révolution itune demi-'Cir' 
conférence autour de son diamètre» 

Ainsi l'on peu* exécuter une sphère avec des feuilles de me'tal 
on de carton taillées d'après la méthode du numéro 570» C'est 
ainsi qu'on s'y prend pour confectionner les globes destinés à 
l'étude de la géographie et de l'astronomie, et les aérostats. Dans 
cette dernière machine la direction des méridiens est marquée 
par des fils de fer auxquels on attache les côtes de taffetas enduit 
d'un irernis feit ayec de la gomme élastique dissoute à chaud dans 
de l'essence de térébenthine. 

61 5. On appelle cilotts la portion de la surface sphé' 
riifue détachée par un plan* La calotte est engendrée par un 
arc A. G qui tourne autour d'un diamètre CD mené par une de Fig. 290. 
ses extrémités. La circonférence décrite par l'autre extrémité A 
de l'arc est la base de la calotte, et la projection CI de l'arc gé« 
nëratenr sur l'axe en est la hauteur. 

61 6. V espace compris entre la calotte et le plan de sa 
hase se nomme sbgmxnt sphérique» 

617. Une xosb est une portion de la surface sphérique 
comprise entre deux plans parallèles. Elle est engendrée par 
un arc A F qui tourne autour d'un diamètre €D qui ne rencontre 
pas cet arc Les circonférences décrites par les extrémités de cet 
arc sont les bases de la xone» et sa projection sur l'axe en est la 
hauteur* 

618. V espace compris entre une zone et les plans qui la 
déterminent est ce qu^on nomme une t&anchi sphérique* 

619. Un rusBÀir est la portion G6DN de la surface sphé^ 
rique comprise entre les faces d^un angle dièdre dont Paré te 
passe par le centre de la sphère y et la partie de la sphère 
comprise entre le fuseau et les faces de ce dièdre est un coiv* 

620. IJn SBcnua sphérique est le corps engendré par un 
secteur circulaire AOG qui tourne autour de Vun des rayons 
qui le limitent, de sorte qu'il se compose d'un cône et d'un 
segment adossés par leur base commune. 
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THÉO&àME. 

F%* 21^1. 621. Quatre- points Jl, B, €, B, qui ne sont pas situés dans 
un même plan^ déterminent une sphère. 

Soient F et G les centres respectifs des deux circonf^*eiic^s 
que l'on ferait passer par les points A, B, C, et G,D, i. Elevons eo 
ces points les perpendiculaires FI et G K aux plans de ces cir- 
conférences, et je dis qu'elles se couperont* Si nous abaissons , 
en efiety des perpendiculaires des points F et G sur A G, elles iront 
concourir au milieu H de cette droite (102), et détermineront vn 
plan perpendiculaire à A€ (48â), et partant aux plans ABC et 
AGD (532) : donc les perpendiculaires FI et G R à ces pians res- 
pectifs seront dans le plan FMG (53^); donc elles se,ooaperonty 
sans quoi F M, qui est perpendiculaire sur,FI, le serait aussVà sa pa- 
rallèle GK. Mais M G l'est déjà sur cette droite : donc on aurait du 
point M deux perpendiculaires MF etMG sur la même droite GK, 
ce qui est absurde, à moins que MF et MG ne coïncident. Mais alors 
les plans ABC et ADG auraient deux droites communes FMGet AC, 
et ainsi n'en feraient qu'un seul, ce qui est contre Phjpotbèse: 
donc les droites FI et GK se coupent en un certain point O. Ce 
point, comme appartenant à la première, est équidfstant A& 
trois points A, B, € ; il est aussi également distant des points A , 
C^ D, puisqu'il se trouve sur la seconde : donc il est à la fois 
équidistant des quatre points A, B, G,D. Donc la surface splié- 
riqne décrite du point conome centre avec le rayon OA pas- 
sera nécessairement par ces quatre points. Donc par quatre 
points qui ne sont pas situés dans un même plan , on peut ton* 
jours décrire une surface spbérique. 

Je dis maintenant que l'on ne pourra en faire passer qu'une 
seule* Imaginons, en effet, une seconde surface spbérigue par les 
quatre points A, B, G, D. Son centre sera nécessairement sur 
la perpendiculaire FI, sans quoi, le pied de la perpendiculaire 
abaissée de ce centre sur le plan ABG étant différent du 
point F, ce centre ne serait pas équidistant des trois points 
A,B,G. Par la même raison il se trouvera aussi sur la per- 
pendiculaire GK, et coïncidera par conséquent avec le point O. 
Les deux surfaces sphériques auront donc le rnètsue centre et le 
même rayon , et par conséquent n'en feront qu'une. 

622. ScHOLU. Si les quatre points A, B, G ^D, sont dans un. 
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né me plan, les deux perpendiculaires FI et G K s^ont paral- 
lèles ; et 9 comme le centre de la surface sphérique qui passe 
par ces quatre points doit être sur chacune d'elles, ainsi que 
nous venons de le prouver, on voit qu'il sera impossible de 
décrire une pareille surface par les quatre pobts A, B, G, D, à 
moins que FI et G K ne coïncident, ce qui exige que les quatre 
points se trouvent sur une même circonférence; et en effet 
tous les points de la perpendiculaire élevée par sou centre sur. 
son plan en sont équidistans. 

THéonÂns. 

623* Toute section kWl^ faite dans une surface sphéri^ Fig. 290« 
que par un plan est une circonférence de cercle; et si du 
centre de la surface on abaisse une perpendiculaire 01 
sur ce plan, elle passera par le centre de la circonférence, 
€t percera par conséquent la surface en deux points C etD, 
dont chacun sera également éloigné de tous les points de 
cette circonférence , et que Von appelle ses pôlbs. 

En effet , si l'on mène des rayons à tous les points de la courbe 
d'intersection AMB, ces rayons seront des obliques égales sur 
le plan de cette courbe , et par conséquent tous ces points seront 
ëquidistana du pied de la perpendiculaire 01: donc AMB est 
une circonférence dont I est le centre; donc les points C et D 
sont chacun égaleaient éloignés de tous les points de cette cir* 
conférence. 

624. GoEOLiAiEB. Si l'on observe que dans le triangle rec- 
tangle OIM on a: 

ÔM*=:ÔÎ*+ÎM', 

on verra que, la somme des carrés des deux droites 01 et I M 
estant constante, si l'une de ces lignes augmente ou diminue, 
l'autre diminue ou augmente en même temps; d'où il suit, 

1.0 Qu'un cercle de la sphère est d'autant plus grand ou plus 
petit que son plan passe plus près ou plus loin du centre de ce 
corps; 

2.'* Que , quand il passe par ce point , il a le même centre et 
le même rayon que la sphère. C'est là son maximum : car la 
distance 01 est alors minimum» 

De là la distinction des cercles de la sphère en grands et en 
petits cercles. On appelle grand cercle celui dçntleplan 
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passe par le centre de la sphère, et petit cercle celai dont 

le plan rfy passe point ; 

3,0 Qae deux petits cercles égaux sont é£fu£distans àxL 
centre de la sphère ^ et réciproquement; et que de deux 
cercles inégaux le plus grand est le plus prés du centra , et 
réciproquement . 

625. II suit de la défiaition des grands cercles de la sphère ^ 
1.» Que tous les grands cercles sont égaux; 

2.*» Que deux grands cercles se coupent en deux parties 
égales : car leur ligne d'intersection est nn diamètre commaa à 
tous deux, puisqu'elle passe par le centre de la sphère; 

3.** Que par deux points donnés sur une surface $phé^ 
rique on peut toujours faire passer un arc de grand cercie^ 
mais que l^on ne peut en faire passer qu^un seul, puisqne I^ 
deax points donn^ et le centre de la sphère détemnnetit «n 
plan. Cependant, si les deux points donnés étaient les extréndvSs 
d?nn diamètre, on pourrait les joindre par une infînitë d^arcs de 
grands cercles, puisque par une même droite on peut condoîré 
une infinité de plans* 

/!.*» Tout grand cercle divise la sphère et sa surface en deux 
parties égales qu^on nomme EéMispnàtLKS : car, si, après avoir 
renversé l'une âea deux parties, on la place sur l'autre, en Eati- 
saut coïncider leurs bases, les snrfeces qui les terminent devront 
se recouvrir exactement, sans quoi tous leurs points ne s^* 
raient plus à la même distance du centre. 

626. ScHOLiB T. La perpendiculaire abaissée du centre 
d?une sphère sur un plan sécant quelconque satisfait aux cinq 
conditions suivantes : 1," passer par le centre de la sphère; 
2fi être perpendiculaire au plan sécant; 3*^ passer par 
le centre du cercle dUnter section ; *.• et S.'» passer par 
chaque pôle de ce cercle. Gomme deux quelconques de cea 
conditions suffisent pour déterminer une ligne droite, il en ré- 
sulte que toute droite qui satisfera à ces deux conditions 
satisfera en même temps aux trois autres (iO^), 

GI7, Sghoux II. Si Fon joint un pôle d^un cercle avec les 
différens points de sa circonférence par des arcs de grand 
cercle , tous ces arcs seront égaux comme sous-tendus par 
doi cordes égales, et de plus ils seront perpendtculairea à la cir^ 
conféreace (532) : car on dit qu'un arc est perpendieulaire sur 
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1*1111 autre quand leurs plans se coupent à angles droits (on verra 
plus tard (632) la raison de cetted^nomination )• 
! If arc de grand cercle CN qui i>a d^un pôle ^un grand 
I cercle FNG à sa circonférence , est un quadran (désormais 
nous envolerons ce mot pour désigner le quart d'une circon- 
férence de grand cercle): car l'arc GN est compris entre les 
-cotes d'an angle droit GON^ et décrit de son sonunet comme 
centre* 

THÉORàMB* 

628» Si Von fait tourner une pointe d?un compas svHiRiQiri 
(on appelle ainsi un compas à pointe recourbée) autour d*une 
de ses pointes fixées enC, sur la sphère , Vautre pointe , en 
glissant sur sa surface , y décrira une circonférence dont la 
pointe ^xe occupe un des pôles» 

Menons , en effet, le diamètre GD, et joignons ses deux extré- 
mités ayec tous les points À, M, B. ... de la courbe décrite. Les 
droites GA, GM, GB. .... sont toutes égales par construction : 
donc les arcs de grand cercle qu'elles sous-tendent sont égaux; et, 
comme les demi-circonférences GAD,GMD,GBD. . . sont égales, 
lesarcsrestausDA^DM^DB. . . sont égaux, et par conséquent leurs 

cordes sont égales; donc les triangles GAD, GHD,GBD 

sont équilaterauz entr'eux; donc les perpendiculaires abaissées 
de leurs sommets A, M, B . . • . sur la base commune GD iront 
la couper au même point I , et déterminent ainsi un plan per- 
pendiculaire au diamètre GD. La courbe A MB est donc bien 
une circonférence dont G et D sont les pôles* 

Remarquons que , si l'ouverture du compas sphérique est égale 
à la corde qui sous-tend un quadran , les perpendiculaires abais- 
sées des points A, M, B. . . . sur le diamètre GD, iront con- 
courir au centre de la sphère, de sorte que la courbe décrite 
est une circonférence de grand cercle. 

629. Le principe que nous Tenons d'établir^ donne le moyen 
de tracer des circonférences de cercle sur une sphère aussi faci- 
lement que sur un plan. Veut-on, par exemple, faire passer une 
circonférence de grand cercle par deux points donnés 
Tï e£ G, il ne s'agira que d'en chercher un pôle. Or ce pôle est 
distant d'un quadran de chacun des deux points donnés : donc, si 
des points N et G comme pôles , et avec une ouverture de compas 
sphérique égale à la corde d'un quadran, nous décrivons deux 
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circonférences, leur» points d'intersection G et D seront tes 
pôles de la circonfërenoe demandée , que l'on décrira en &î- 
sant tourner le compas autour d'une de ses pointes fixée en C ou 
en D» 

630. Feui-on encore mener par un point donné un are 
de grand cercle perpendiculaire à Parc de grand cercle 
donné NG y on coupera cet arc , prolongé s'il est nécessaire (G29) , 
par un autre décrit du point donné comme pôle, avec uoe oor- 
▼erture de compas égale à la corde d'un quadran, et le point 
de section sera le pôle de l'arc demandé, qu'il sera alors facile 
de décrire. 

Si l'arc donné appartient à un petit cercle i.HB , on dâer- 
minera d'abord sur cet arc deux points M et B également dis-- 
tans du point donné G, puis un second point P ^oîdistaot de 
ces deux-là, et il ne s'agira plus que de faire passer un arc de 
grand cercle par les points G et P. On conçoit en effet ({oe, 
si l'on joint les trois points G, P et Q avec le miliea de la 
corde MB par des lignes droites, ces droites seront perpendi* 
culaires ji cette corde, et détermineront ainsi un plan qui lui sera 
perpendiculaire, et dont l'intersection avec la sphère sera un arc 
de grand cercle perpendiculaire à l'arc A MB. 

Les deux problèmes que nous venons de résoudre exigent que 
l'on connaisse la corde d'un quadran, et, pour cela, le rayon de la 
sphère. Il convient donc de nous occuper de cette recherche. 
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631. Une sphère étant donnée ^ trouver son rayon» 
F%. 201 Marquons sur la surface sphérique trois points A, B, € , â 
égale distance d'un point quelconque P de cette surface^Le plan 
déterminé par ces trois points coupera la sphère suivant un 
cercle dont P sera le pôle. Soit D son centre, AD sera son 
rayon. Nous obtiendrons ce rayon en construisant un .triangle 
A'B'G' dont les trois côtés soient égaux aux trois distances res- 
pectives AB, AG et BG, et circonscrivant une circonférence à 
ce triangle : car ii est clair que ce cercle et celui déterminé par 
lestroispoints A,B,G,sont superposables. Nous connaîtrons donc 
actuellement l'hypothénuse AP et la base AD du triangle rec» 
tangic APD : ainsi il sera facile de construire le triangle A'P'D' égal 
à APD, ce qui déterminera l'angle P. Hais, si dans le plan AP(^ 
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ïious concetons une perpendiculaire 6ar le milieu de AP, elle 
ira passer par le centre de la sphère , et l'on aura un triangle 
rectangle PFO, dont nous connaissons l'angle P et le côté PF, 
moitié de iP« Ainsi ^ en élevant une perpendiculaire F'O' sut 
le mOîeudeP'A', nous formerons le triangle rectangle P'F'O'ëgal 
à FF Os donc P'0'=:P 0; donc P'O' est le rayon de la sphère. 

Si Foû âève au point 0' une perpendiculaire O'Q' == O'P* 
sur O'P', la distance P'Q' sera l'ouverture qu'il faudra donner au 
compas spliériquepour décrire <les grands cercles sur la sphère. 

632. Une courbe n'étant autre chose qu'une brisée dont les 
cotés sont infiniment petits, on voit que la mesure naturelle de 
l'inclinaison de devùt courbes qui se coupent est l'angle formé 
par les deux élémens qui correspondent à leur point d'intersec- 
tion , c'est-à-dire par les tangentes menées à chaque courbe en 
ce point* Kous dirons donc que VangUformé par deux courbes 
qui se coupent est celui même que forment les tangentes 
à leur point de section. 

Ainsi P angle formé par les deux arcs de grand cercle 
CGr'D et CISD est précisément P angle SQT formé par leurs fig, 190. 
tangentes GT e^ GS» Or cet angle est la mesure du dièdre 
G CD If que font leurs plans : donc on peut prendre l'on pour 
Fautre. C'est dans ce sens que l'on dit que Pan^ de deux arcs 
de grand cercle est Pangle dièdre que font leurs plans. 

Si du point G comme pôle, et avec une ouverture de compas 
égale à la corde d'un qnadran, on décrit l'arc GN entre les 
côtés de l'angle sphérique G , et que l'on tire les rayons ON et 
OG, on formera un angle NO 6, qui aura pour mesure l'arc 
GN. Mais cet angle est égal à S GT (516) : donc Pan^e formé 
par deux arcs de grand cercle a pour mesure Parc com- 
pris entre euxj et décrit de son sommet comme pôle* 

THioEiai» 

633. Le plan tangent à la sphère est perpendiculaire au 
rayon mené au point de contact, 

En effet on peut le regarder comme déteiminé par les tan- 
gentes G S et G T à deux circonférences de grand cercle tracées 
par le point G; or ces deux tangentes sont perpendiculaires au 
rayon GO (108) : donc le plan tangent est lui-même perpendî^ 

cvdaire à GO, 

19 
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THiOEÂMB. 

634* ïiédproqaemeat y tout plan perpendiculaire à r^jctr, 
mité (Pun rayon OC est tangent à la sphère. 

Car, si par le rayon OC on mené deux plans qoéloongue 
leurs traces sar le plan donné seront tangentes am grand 
cercles suivant lesquels ils coupent la sphère : donc le plia 
tangent coïncide avec le plan dont il s'agit 

THéo&àMB. 

6SS. L'intersection de deux sphères est un cercle ^elLa 
droite qui joint les centres est perpendiculaire au plan d^ 
ce cercle, et passe par son centre* 

En effet y si Ton joint chaque point de la courbe éPhtersGctkpa 
avec les centres des deux sphères , on formera une înfinitë de 
triangles isocèles équilatéraux entre eux : donc les perçenficu- 
laires abaissées de leurs difiërens sommets sur leur base com- 
mune, c^est-à-dire sur la droite qui joint les centres , seront ^ale^ 
et iront la côupèr an même point; elles formeront donc on 
cercle dont le centre est sor cette droite, et dont le plan lu est 
perpendiciilaire* 

6 36. Pour que deux sphères se touchent, il faut H il 
suffit que la distance des centres soit égale à la somme vi 
à la différence de leurs rayons. 

Voyez les démonstrations desn.<» 167, 168, 169 et 170L 

637. Pour que deux sphères se coupent ^ il faut etîlsujk 
que la distance des centres soit plus petite que la somme 
de leurs rayons^ et plus grande que leur différence. 

Tojez la démonstration du n** 172. 

638* On appelle taiarglb sPHi&ifivi la portion de la sur* 

Jace de la sphère comprise entre trois arcs de grani cercle 

moindres chacun qu'une demi-circonférence (a). Les pVans 



(a) n existe cependant des triangles sphériques dont les côtés sont pfc» 

grands qu'une deml^circonf&'eiice de grand cercle : car, si Ton acbère la ck- 

V%. SSS. conférence dont AB fait partie^et que de l'hémisphère C ABD €A retranche le 
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^e ces grands cercles forment un trièdre dont le sommet est au 
centre de la sphère, et dont les faces et les dièdres ont ponr 
tnesores respectives les côtés et les angles correspondans dé ce 
trîadgle. Ainsi la théorie des triangles sphériques se ramène 
immédiatement à celle des angfes trié dr es. De cette remarque 
découlent, comme consëqaences immédiates, les propositions 
anÎTantes : 

THio&iMB. 

639« Dans tout triangle sphérùjue un côté quelconque 
'est plus petit que la somme des deux autres* 

Car, une face quelconque d'un trièdre étant plus petite que la 
somme des deux autres (547) , on yoit que sa mesure est plus 
petite que la somme des mesores de ces deux autres. 

THio&àMB. 

640. Dans tout triangle sphérique la somme dee trois 
côtés est plus petite que la circortférenee d'um fgrand cercle» 

Car, la somme des trois faces d'un trièdre étant moindre qœ 
quatre droits (548) , la sonune de leurs mesures est moindre que 
la mesure de quatre droits^x^^est-fr-dire que la drconfihnence d'un 
grand cercle. 

641* La somme des angles de tout triangle sphérique 
est plus grande que deux droits^ et plus petite que six 
droits (549). 

642. CoROLiAns. La somme des angles d^nn triangle sphé- 
rique n'est pas constante comme celle des anigks d'un triangle 
rectiligne ; ainsi deux angles donnés ne déterminent pas le troi-* 
sième, et un triangle sphârique peut avoir deux ou trois angles 
droits ou obtus. 



triangle ABC , dont les trois côtés sont supposés satisfoire à la définltioD, la 
portion restante ABBC, comprise entre les trois arcs de grand cerde ADB , 
AG et BC , sera ainâl un triangle sphérique ; mais le côté ADB est plus grand 
qa'one demi-droonfêrence* Toute^s on volt que, si Ton connaissait les angles 
et les GÔtèsdn triangle ABC , ou «urait immédiateme&t les angles et les côtés 
du triangle ADBC. C'est pour cela que Ton a exclu de la définition des tri- 
uigles sphériques ceux qui sont tels que celui-d. 
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tHBORâlIfc. 

643. Dans tout triangle sphérique le plus grand angU 
est opposé au plus grand côté , et, réciproquement, le plus 
grand, côté est opposé au. plus grand angfe (350). 

THÉOKÂMB. 

644. Dans un triangle sphérique isocèle les angle* op- 
posés aux côtés égaux sont égaux; et, réciproquement ^ si 
deux anf^s d^un trian^ sphérique sont égaux, les côtés 
qui leur sont opposés sont aussi égaux X551). 

645. Deux triangles sphériques appartenant à \a même 
sphère ou à des sphères égales sont égaux dans quatre cas , 
savoir : 

1.0 Lorsque leurs côtés soM égaux chacun à chacun; 

2fi Lorsque leurs dièdres sont égaux chacun à chacun ; 

3.0 Lorsqu'ils ont un an^ égal compris entre deux côtés 
égaux ^chacun à chacun; 

4.0 Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angies 
égaux chacun à chacun; 

Et qu'en outre leurs parties homologues sont semblable^ 
ment disposées. 

On conçoit en effet que, les trièdrcs correspondan» à ce* 
deoz triangles étant auperposables , ces triangles le seront aossL 

646. ScHOLU. Si les âémens dont Tégalité constitae celle des 

deux triangles, sont disposes dans un ordre inverse, ces deux 

triangles auront encore toutes leurs parties homologues ^[ales; 

mais y comme ils ne sont plus snperposables, on dit^'îb sont 

symétriques. 

THi^oaàMB. 

fffe. S94. WlnDeux triangles sphériques kHH et A'B'C* symétriques 
sont éqwvalens. 

fin ^ety si l'on reprend la construction du n.** 560 , on verra 
que les trièdres égaux SAOB et S'A'O'B' , SAOG et S'A'O'G', 
SBDC et S'B'O'C, intercepteront sur la sphère des triangles 
égaux; et, comme les triangles ABC et A'B'C seront composés 
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ée la même manière arec ces triangles partiels, on deyra en 
conclure qa'ils sont ëgauXé 

648* La ligne la plus courte que Von puisse tracer sur 
la surface d'une sphère d'un point k àun autre B , est F arc 'Bi^, 205. 
de grand cercle qui les unit» 

Première démonstration. Soit A M 9; cette ligne* Je dis 
d^abord c[ae, si l'on prend deux antres points quelconques N et P 
sur cette courbe, la ligne NMP sera aussi la plus courte que 
Ton paisse tirer du point N au point P : car, s'il n'en ëtait pas 
ainsi, et que IfQP fût ce plus court chemin de N en P, il est 
clair que ANQPB serait plus petit que À MB, ce qui est contre 
l'hypothèse. Or cela est Trai quelle que soit la longueur de 
l'arc NMP : ainsi il s'agit de déterminer quelle doit être la forme 
de la courbe AMB^ pour que la somme de deux quelconques de 
«es élémens consécutifs soit la plus petite possible. Soient donc 
IV M et'MP deux de ces ëlëmens, Iffenons aux points N et P deux 
plans tangens à la sphère : les ëlëmens NM et MP seront tout 
entiers dans ces plans, qui se couperont suivant une certaine 
droite RM S. Alors, ^ils ne sont pas perpendiculaires à cette 
droite, on pourra toujours tirer deux perpendiculaires NQ et 
QP à cette ifeilersection fa), de sorte qu'on aura: 

WQ + ftP<NM+MP. 

Hais, si MIÏ et MP étaient perpendiculaires à R S, on aurait, 
au contraire: 

Hft+QP>NM + MP, 
Q étant toujours un point infiniment près de M. Donc la pro- 
priété du HiiriMïïM appartient aux deux élémens qui sont 
.perpendiculaires à» l'intersection de deux plans taagens consé- 
cutifs, ou, autrement , aux deux élémens dont le plan est per^ 
pendieulaire au plan tangent mené à leur point commun: 
car cette intersection est dans ce plan (b)» Or le rayon qui va 



(a) Il pourrait se faire que l'une des perpendiculairea ne tombât pas préci- 
sément au point N ou an point P; mais ^ comme elle irait pasaer entre ce point 
et le point M, la conséquence serait toujours la. même. 

(&) On Toit ainsi qu'il est normal à sa surface ; de la ce théorème, que Pon 
ne démontre ordinairement que par le calcul des variatiotiê, 

La ligne la plttê courte que tan puisse tracer sur une surface entre deux 
points donnés est celle dont le plan de deux élémens consécutifs, c'csi-à-^ire. 
iil PtAN OSCVUTIUA, est partout houvai. à cette surface. 
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au point V, étaat perpendiculaire au plan tatig^l, est dans fe 
plan des deox ëléoiens NM et MP, lequel passe en coQaéqaeDce 
par le centre de la sphère: ainsi le plan de deux ëlëmens con- 
sëculib de la ligne A MB a de comman avec celui détenmnë 
par Pan de ces ël&nens et le suivant, une droite et un point 
common; donc tous les points de cette courbe sont dans a a 
même plan qui passe par le centre de la sphère; donc ÂSCB 
est un arc de grand cercle* 

Deuxième démonstration* Supposons que la lig^e U plus 
ffig, S9S. courte que Fou puisse tirer sur la sphère du point A. au poîut 
B soit une certaine ligne AGDEB différente de l'arc de grand 
cercle A MB. Prenons sur cette ligne un point quelconque Dy et, 
ayant joint le point B au centre de la sphère^ faisons tourner 
le plan DBO autour de OB : û est clair qoe^ comme toatest 
symëtrlqae sur la surface de la sphère par rapport aufomlB, 
la ligue D M décrite par le point D aura tous ses points ëcpâK»- 
tans deB. Sidonc AÏTMPB est le plus court chemin pour aWer 
sur la sphère du point A au point B, en passant par le point M > 
on' aura DEB =?MPB, et par consëquient 

ACD<ANM. (t): 

cari par hypothèse , AGDEB est une ligue plus ooorte que 
ANMBP. Or, si Ton joint le point D a?ec les points A et B par 
des arcs de grand cercle, lec6téABdntcîan^ sphériqne ABD 
sera plus petit que la somme des deux autres AJD et BB: donc, en 
retranchant d^une part MB, et de l'autre son égale DB, il res- 
tera AD> AM (a). Par conséquent, si l'on fait tourner le plan 



D suit 46 là que , quand un fli est tendu sur tue surfSice, aflécte la Ibnne 
de la ligne la plas oourte que IPoq puitie traces sur la wvfece par ses âeax 
estrémitéi. Supposons qneAlIBaoit ce fil I*apiefldoiiqa1LeaerQe en V en- 
la sorl^M, est produite par les tensions qu'éprouvent ses deux éléniMi A'K 
gi HP, et est par conséquent dirigée dans le plan de l'angle HKP; mais elle 
est perpendSculabe à la surface, sans quoi le lU gjlisserait sur cette surface: 
donc le plan des deux élémens HN et MP, c'esti-dire le plan caoïlateur dfi 
Ui courbe AB au point M, est normal à la surfkce ; donc cette courbe jouit, 
ttilre iBs points N et P, de la propriété du minimum; donc elle en Jodt ausA 
4Aiit toute son étendue* 

(a) Ged suppose que le point M est entre A et B ; or, s*U n'eu était pas 
aM, on n'aurait qu'à Aire tourner le plan ABO autour du rayon BO , et k 
courbe décrite par le point A serait enveloppée par celle que le point D a- 
tracée : d*où fl s'ensuivrait que te point A serait plus prés de B que ne l'est le 
|)oint D, ce qui est contre l'hypothèse. 
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D AO autour du rayon ÀO, la courbe déorite par le point B en- 
veloppera le poiat M, et par suite celle que dëerirait ce point 
•î Ton fiiisait tourner le plan BAO autour du même rayon AO : 
donc le point D est pins éloigne dn point A que le point M, ce 
qui est «contraire à Fînëgalité (1). On ne pouvait donc pas sup- 
poser qu'il y eAt da point A an point B une ligne plus courte 
^ue IVirc de grand cercle AM B: donc cet arc est le plus court 
cbemin pour aller du point A au point B. 

649. Une des applications les plus intéressantes des proprié- 
tés de la sphère est celle que les géographes en ont faite. Nous 
allons en donner une idée succincte* 

Tout le monde sait que la terre tourne sur elle-même en 
TÎDgt-qoatre heures, ce qui produit les alternatives des jours 
et des nuits, et que ce mouyement s'exécute autour d'une cer- 
taine ligne idéale passant par son centre, et que l'on nomme 
«on axe. Les points ou cet axe perce la surface terrestre se 
nomment les pôles de la terre : l'un s'appelle le pôle nord ou 
boréal, et l'autre le pôle sud ou austraU Un plan mené par le 
centre de la terre perpendiculairement à son axe, la coupe 
suivant un grand cercle auquel on donne le nom d^équateur , 
non point parce qu'il divise la sphère en deux parties égales ; 
€:ar c'est une propriété dont jouissent tous lés grands cercles , 
mais parce que le jour est égal à la nuit par-toute la terre lorsque 
le soleil se trouve dans son plan. EnGn on appelle méridien 
tout grand cercle qui passe par les deux pôles. Chaque poiat 
de la terre a donc son méridien. Parmi cette infinité de méri- 
diens il en est un que l'on nomme le premier méridien : c'est 
pour chaque peuple celui qui passe par son observatoire prin- 
cipal; ainsi, en France, le premier méridien est celui qui tra- 
verse l'ohservatoire de Paris. 

On appelle ultitubi d^un lieu Varc de méridien compris 
entre ce lieu et Véquateur, et l'on dit que la latitude est Ixy- 
réale ou australe suivant que le lieu dont il s'agit est situé dans 
Fhémisphère boréal on dans l'hémisphèie austral. Or, si l'on 
imagine par un point du globe un cercle parallèle à l'équar 
teur^ tous les points de sa circonférence auront la même lati- 
tude, et de plus seront les seuls qui jouiront de cette propriété. 
Donc la latitude d^un lieu détermine le pakallàle sur l^qutl 
il est situé. 
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On nomme LONcnimi ^un lieu Uarc de réqualeur cojn^ 
pris entre son méridien et le premier méridien» Bn reçar- 
dapt ce premier méridien comme dirigé da sud aa nord, on Sx 
que lalon^tade est orientale on occidentale, suVant que le lies 
dont il s'agit est sitnë à Vest ou à V ouest de ce cercles Or tous 
les points du demi-méridien sur lequel se tronre im heu ont la 
même longitude, et de plus sont les seuls qvd lornssent de cefte 
propriété : donc la connaissance delà longitude d^un Ueu€ié~ 
termine la moitié du méridien sur lof/ueUe il est plaoém 

Ainsi l'on yoit qu'un point du globe terrestre est déterminé 
quand on connaît à la îoh sa latitude et sa longitude. Pour & 
ciliter cette détermination, on di?îse l'équateur en 360% saroîrr 
190 à l'est, et 180 à l'ouest, à partir de l'une de ses îofensec- 
tions avec le premier méridien; et la moitié de celui-çieo iSGP^ 
saroîr : 90^ vers le nord, et autant Ters le sud, à partir de cette 
même intersection, qui est ainsi numérotée zéro* D'après cela, 
si l'on veut figurer sur un globe le point de la terre dont la la- 
titade est 45^ boréale, et la longitude 13^ orientale, on fixera 
une pointe du compas spbérique au pôle boréal, et Fon amènera 
l'autre au point numéroté 45 sur le premier méridien. Faisant 
alors tourner le compas, on décrira sur la sphère le parallèle 
du lieu demandé. On placera ensuite une pointe du conspas au 
point de Féquateur numéroté 15 du c&té de l'est; et, ayant ame- 
né l'autre pointe à 90^ de là, c'est-à-dire à 105°, on n'aura 
qu'à faire mouyoir le compas autour de cette seconde pointe, 
de Féquateur au p6le, pour décrire le quart du méridien du 
lieu cherché* Son intersection avec le parallèle résoudra le pro- 
blème* Tel est le procédé par lequel on construit des globei 
qui représentent fidèlement la position des points remarquables 
delà sur&ce terrestre, comme la situation des villes, le courf 
4es rivières et des fleuves, la direction des chaînes de moa- 
tagnes, le contour des mers, etc* 
FIg. 290. Un point étant déterminé, quand on connaît sa latitude et sa 
lon^tude, on voit qu'il doit être possible de déterminer la disr 
tance de deux lieux M et B donnés par leurs longitudes et leurs 
latitudes. En effet, si Fon conçoit qu'on ait tracé leurs méridiens, 
il est clair que la différence de leurs longitudes s'Hs sontd'un même 
c6té du premier méridien, ou leur somme s'ils sont de cotés 
différens de ce plan, sera l'angle de ces méridiens (632)* Mais, 
si l'on conçoit aussi le plan du grand cercle qui joint les deux 



PI LÀ SITEVACB SPHiEIQUB. 297 

lîeoz , <m formera an centre de la terre un trièdre OGBM, dans 
lequel on connaîtra deux &ces GOE et GOM, et le dièdre com- 
pris EGOM : car elles ont pour mesures les complémens des 
latitudes des points E et M, et ce dièdre est mesuré par l'arc ' 

ING, qui est la différence ou la somme de leurs longitudes* En 
construisant donc la troisième fecede ce trièdre, il ne s'agira 
pins que de troi^rer )a longueur de l'arc qui en sera la mesure 
(435> 



< 



TROISIÈME PARTIE. 



DES GOBPS. 

CHAPITRE PREMIEIL 

DES POLTiDRES. 

650» Oir appelle poltâdu un corps terminé de toutes paris 
par des plans* Ces plans se ooapeot deux à deqx suiraot dtes 
lignes droites : de sorte que le polyèdre se trouve ainsi Uathépar 
une sërie de polygones que l'on nomme sesjacesyei dont l'en- 
semble forme sa surface» Les côtes de ces faces sont le& arêtes 
du polyèdre, et ses sommets sont ceux mêmes de ses angles 'po- 
lyèdres. Enfin on appelle diagonale la droite qui joint deux som- 
mets non adjacens à la même face. 

651 • Un polyèdre est convexe oo à angles saillans lorsqn'one 
ligne droite ne peut rencontrer sa surface en pins de deux poîats;^ 
dans le cas contraire il est concave-on à angles rentrans. 

652. On classe les polyèdres d'après le nombre de leurs fitces» 
Ainsi on appelle 

tétraèdre un polyèdre qui a A faces, 

pentaèdre 5 

hexaèdre , . . . 6 

etc. 
On ne poosse gnère cette nomenclature an delà du polyèdre 
de huit faces que pour le dodécaèdre et Vicosaèdre^ polyèdre» 
de douze et de vingjL faces. 

Remarquons que le tétraèdre est le plus simple des po^ 
lyèdres : car il faut au moins trois plans pour former an angle 
polyèdre, et ces trois plans laissent un vide que l'on ne peut 
fermer qu'à l'aide d'un quatrième plan. Il est clair qne les foces 
du tétraèdre sont des triangles. 

rig. 297. 653. Deux tétraèdres SABG et S'A'B'C sont égaux lors- 
quHU ont leurs arêtes égales chacune à chacune y et que les^ 
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\e^sJorwnées par les tir êtes homologues sontsembUblement 



n soit immédiatement de cet ënonoé que le triidre S, pat 
zemple» est ^al an trièdre S' (351 et 553), de sorte qofen sa* 
lerposant ces deux trièdres, les deux tétraèdres auront leurs 
oxnmets confondus, et par conséquent coïncideront parfaitement. 

6541. Zhux tétraèdres S ABC et S'AVC sont égaux lors- 
qu'ils ont un dièdre égal ÀB= A'B' compris entre deux tri- 
angles S AB et S'AV, ABC et kVGy égaux chacun à chacun 
et sesnblabUment placés» 

C'est la dénionstratio& même dn uP 199. 

655. Veux tétraèdres S ABC et S'MVG sont égaux lors- 
qi^ils ont une face égale ABC = A'B'C, adjacente à trois 
dièdres égaux chacun à chacun ^ et dont les faces homo" 
logue^ sont semblahlement placées. 

C'est la démonstration même du vkfi 201 • 

656. Les tétraèdres sont dans l'espace ce que les triangles sont 

sur un plan* Ainsi, de même que l'on détermine la position d'un 

point sur un plan en le liant par un triangle à deux antres points 

donnés sur ce plan, de même aussi on fixe la position d'un point 

dans l'espace en le liant par un tétraèdre avec trois autres points 

donnés: d'oh il suit qu'un polyèdre quelconque sera détcvniiné 

eu donnant les sonmiets de trois de ses angles polyèdres, et leurs 

difftnnri»« & tous les uutres (653) : de sorte qu'en daignant par S 

le nombre total de ses sommets, sa détermination exige que l'on 

connaisse les 3(S— ^3) lignes qui Tont aboutir aux sommets da 

triangle que l'on a choisi pour base , et en outre les trois côtés 

de ce triangle, ce qui fiait en tout 3(S — 3) + 3=3(S — 2) 

données. Obseryons toutefois que Legendre a reconnu que le 

nombre de ces données peut être beaucoup moindre que 3 (S-— 2). 

657. On appelle pteam idb un polyèdre dont une des faces 
en un polygone quelconque, et dont toutes les autres sont 
des triants qui ont leur sommet au même point* Ainsi 
SABGDE est une pyramide dont le polygone ABC DE est la F<8^ î9^ 
hase y et S le sommet* La perpendiculaire SO, abaissée du som- 
met SUT la base, est la hauteur de la pyramide. 
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Une pyramide est dite triangulaire ^ guadrangulaire ^ pea^ 
tagonaUj etc., selon que sa base est on triangle, an çuadtUa* 
têre^ na pentagone, etc. Une pyramide triangulaire n'est aulre 
chose qa'an tétraèdre. 

' 6Si8. Si l'on observe que la surfieice laténle d'one pjrramiic 
peat être engendrée en feisant glisser sur le contour de sa base 
une ligne droite assujettie à passer par son sommet, oa ea con- 
clura qu'un cane n'est qu'une pyramide dont la base a on nombre 
înfim de c6tés infiniment petits. 

659* . Une pyramide est xkùmiÏKM lorsque sa base est tm 
polygone régulier, et qv^en même temps son sommet se 
projette au centre des cercles inscrit et circonscrit à cepa- 
JfygQne. 

660. Si l'on constnut deux cônes qui aient ces cercles pour 
bases, et pour sommet commun celui même de la pyramide, U 
est clair que le premier touchera chaque face latérale de celte 
pyramide (593) suiirant la ligne qui va du sommet a» milieu de 
la base de cette face, et que les arêtes de la pyramide seront des 
génératrices du second cône. En conséquence on dit que ces 
cônes sont inscrit et circonscrit à la. pyramide » et la généra* 
triée du premier se nomme Vapothême de cette pyramide. 

THlo&iKI. 

C61* iS^ fan coupe une pyramide pmr un plan parallèle à 
sa base , les arêtes et toutes les lignes issues du sommet se- 
roni coupées par ce plan en parties proportionnelles (521); 
la section sera un polygone semblable à la base , et leurs 
aires seront proportionnelles aux carrés de leurs distances 
au sommet. 

Ce théorème n'est qu'un tas particulier de celui du n.<' 595» 

662. CoROLLAiRK. iX les bases de deux pyramides de même 

Fig. 208. hauteur SO etTU sont sur un même plan, les aires des^ 

sections A'B'C'D'Ê' et V'G'l'K\ faites dans ces pyramides par 

un plan parallèle à celui-là , seront proportionnelles aux 

bases kBCÏ^E et FGIK. 

On a en effet les deux proportions 

ÀBGDE : A'B'c'D'E' : ; sô' : SîF' , 

FGIK ; F'GTK' y.TH':TÏ\ 
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JTais, par hypothèse, S0= T H, et 8 0= T H' : donc 
ABGDE : FGIK : : A'B'C'D'E' : F'GTK'. 

665. On nomme vAKÀLLihitnium un corps terminé par six ¥lg. 299^ 
pians parallèles deux à' deux. 

II suit de cette définitioii qu'on parallëlipipède'est détermine 
JoragoeFonconnultroû arêtes et l'angle trièdreçp'elles forment 
car il suffit alors, pour le construire, de mener par l'extrémité 
de ehaque arête un plan parallèle à celui des deux autres. 

66/l« Les faces d^un parallélipipède sont des parallélo" 
flammes; celles qui sont opposées sont é^les ; les trièdres 
opposés sont symétriques; et les diagonales menées.par les 
sommets de ces angles se coupent mutuellement en deux 
parties égales dans un même point ^ qui est le cbutei du pa-' 
rallélipipède. 

r l.o Chaque face telle que ABC D est un parallélogramme, 
parce que ses côtes opposés sont parallèles comme intersections 
de deux plans parallèles par un troisième; 

2.0 Xes deux faces opposées ABGD et FGIK ont leurs côtés 
AB et FG, BG et GI, égaux et parallèles (235) : donc elles ont 
un angle égal (88) compris entre côtés ^uz chacun à chacun, et 
sont pdr conséquent égales -(252). 

3«^. Si l'on prolonge les arêtes du triêdre G , on formera un 
' trièdre GB'DT symétrique de GBID (554), mais qui sera égal 
au trièdre F : car leurs faces sont égales chacune à chacune (516), 
et semhlablement placées ; donc le trièdre GBID est le symé- 
trique de F. 

d«o Considérons les deux diagonales BK et GD qui joignent 
les sommets opposés B et K , et G et D. Il est clair qu'en joignant 
BD et GK, on formera un parallélogramme BDGK (228), 
dont ces lignes seront les diagonales : donc elles se coupent 
mutuellement en parties égales. Il en sera évidemment de même 
pour l'une quelconque des deux diagonales BK et GD,. et cha- 
cune des deux autres AI et G F : donc les quatre diagonales 
qui joignent les sommets opposés, se coupent en deux parties 
^ales, 

5.0 Je dis euBn que leur point de section est le centre du 
parallélipipède* Menons, en effet, par ce point une droite qnel- 
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conqne Mff , et soient H et N les points où elles percent les déus 
îàces opposées BF et GK. Si nous fusons passer an plan par 
oette df^te et par la dîc^onale BS., ses traces BM et IJIf 
sur ces deux faces seront parallèles (508) r donc iea triangjfes 
OBM et OK.N auront nn câté égal B0=01L adjacent à des 
angles ^anz chacun i cliaciiB) 8iàTck,MJiz=KO^ (60)H 
eBlI=OKN (86, 1.»); donc ils seront ëgaoi; donc OM=ai¥; 
donc toute ligne qui, passant par le point 0, Ta se terminer ib 
la surface du parallâipîpède, est dirisée en ce point en deux par- 
ties égales; donc ce point est le centre de cette surbce (230> 

665. Deux feces opposées quelconques d'un parallâipipdkfe 
se nomment ses bases^ et la perpendiculaire abaissée d^on pomt 
de Vnnesur l'autre est sa hauteur» 

66& Un paralléUpipède est droit lorsque ses axâtes laté^ 
raies sont perpendiculaires aux plans des bases; mak, n cdl / 
outre ces bases sont des rectangles, on lui donne le nona de 
paralléUpipède rectan^c : car toutes ses faces sont alors des 
rectangles. 



667. Si les tras arêtes contres d'un paralléUpipède 
tangle sont ^ales, ses six fiioes deriennent d^ carrés^ élan 
l'appelle alors un cube. Il est clair que le cube est à la fais ii»- 
criptible et circonscriptible à U sphère. • 

668* Le raisKK est un polyèdre dont deux faces sont du 
F%. loe. polygones ABCBB et f GHIK, qui ont leurs càtes égaua: et pa- 
rallèles chacun à chacun , et dont les autres faces A G , B H. . . 
sont déurnànées par ks plans conduits suivant les oâtts 

homologues AB et FG, BC e« GH de ces polygonei. 

Ces autres Caces sont évidemment des parallélogrammes (229; 
on les nomme les Éaces latérales du prisme, tandis que les deu%, 
polygones sont appelés ses hases. La hauUur de ce poJjèdfe est 
la distance de ses deux bases. 

669. Un prisme est drait lorsque ses arêtes latérales AP» 
BG sont perpendiculaires aux plans des bases. 

Un prisme est triangulaire ^ quadrangulaire , pentagO" 
nal, etc., selon que ses bases sont des triangles, des quadrila- 
tères, des pentagones, etc. 

670. Si la base d'un prisme est un parallélogramme, ses 
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Vaces hpénlkê seront parallèies deux à deux (516), de florle qœ 
ve polyèdre sera un parallëlipipède (663). 

671. Si l'on observe que la surface latérale d'un prisme peut 
être engendrée en faisant glisser vue de ses arêtes latérales pa- 
rallèlement â elle-même sur le contour de sa base y on en con- 
clura qu'un cylindre est un prisme dont la iMse a une infinité 
de cotés infiniment petits (601). 

672* Un prisme est mletriiBB. lorsque il est droite et que sa 
base est un polygone régulier. 

Si l^on construit deux cylindres droits qui aient même haiH 
tenr q-o'un prisme régulier, et pour bases les cercles inscrit et 
circonscrit à la sienne, ces cylindres seront dits inscrit et cir-^ 
conscrit au prisme» 

TBionÈMit» 

673. Deuœ prismes AH et À'H' sont égaux lorsqu'ils ont 
un angle irièdre compris entre trois faces égales chacune à 
chacune etsemblablement placées^svf oir : ABCDE = A'B'C'D'E', 
AK:=A'K',etAG=A'G'. 

Il suit immédiatement de cette bypothèse 91e les trièdres A 
et A' sont égaux (553), et que par conséquent, si l'on superpose 
les deux bases ABCDE et A'B'G'D'E' en faisant coïncider leurs 
côtés bomologues , les arêtes . AF et A'F', coïncideront aussi; et , 
êomme elles sont égales, le point F' tombera sur le point F s 
donc les parallélogrammes AK et A'K', AG et A'G' se recouvri- 
ront exactement; donc il en sera de même des bases supérieures^ 
et, par suite, des faces latérales BH et B'H', CI et CT, etc.; 
^onc les deux prismes sont égaux. 

674. GoROLULi&B I. Deux prismes droits sont égaux lors* 
qu^ils ont des bases égales et des hauteurs égales : car tontes 
leurs fEicesi latérales sont des rectangles égaux chacun à chacun» 
Si donc les trièdres A et A', par exemple, ont leurs faces sem^ 
blablement placées, la condition énoncée au n.o 675 sera remplie, 
et les prismes seront égaux; s'il n'en est pas ainsi , les trièdres 
A et F' seront égaux, et par conséquent les prismes le seront 
aussi. 

675. €<moiiLÀnia tu Deux parallâipipèdes sont ^anx dans 
les mêmes circonstances où deux prismes le sont (670). 

676* GoxouiAiEX m. Un prisme est déterminé quand on con- 
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naît sa base et Fiuie de ses arêtes latérales en graxideiir ar\î i 

direction. 



677. Un polyèdre quelconque peut toujours 
en pyramides f et même en tétraèdres. 

Noos distingoerons deux cas , suirant qœ ie polpâdiv 
convexe on concaye. 

1.0 Si le polyèdre est convexe, on conduira des plaos par 
nn sommet quelconque A, et par chacune des arêtes des 
non adjacentes à ce sommet, et il sera ainsi décomposé ea s 
de pyramides qu'il y a de ces faces* 

Si maintenant on partage la base de chaque pyramide ei 
triangles, et que l'on mène des plans par chaque l^;nff die diwir 
sîon et par le sommet commun, on décomposera chacooe €Êe 
ces pyramides, et partant le polyèdre proposé, en Xétxaèdres. 

2.0 Si notre polyèdre est concave , on le partagera VmméAiA- 
tement en pyramides, et par suite en tétraèdres, si dPnoa poôit 
pris dans son intérieur on peut mener é tous ses sonuneb èa 
droites qui, pour y arriver, ne traversent ancnne de aes &oo» 
S'il n'en est pas ainsi , menez par le sommet de l'un de aes an^ 
rentrans un plan qui passe entre les arètés de cet an^, et le 
polyèdre se trouvera ainsi partagé en deux polyèdres qni^ pn 
ensemble, auront nn angle rentrant de moins que le presaer. 
Si donc vous opérez de la même manière sur chacun die oenô. 
et ainsi de suite, vous finirez par décomposer le polyèdre pro- 
posé en un certain nombre de polyèdres convexes , ce qui looi 
ramènera au premier cas. • 

THÉOEÂlfl. 

678. Le nombre F des faces éPun polyèdre, auffneniéde 
celui S de ses sommets, surpasse de deux unités le nombre 
A de aes arêtes , de sorte que l'on a F 4-S-*-A=^2 (a). 

En effet, si l'on enlève une des faces de ce polyèdre, it de- 
viendra un polyèdre ouvert y dont le nombre des &ices sera 
(F — 1), et qui aura le même nombre d'arêtes et de sommets 
que le proposé. Supprimons une face quelconque de ce second 
polyèdre, et soient F' le nombre de ses faces, S' et A' œnx de 

(a) C^t là le théorème d^EoiMu 
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ses somniets et de ses arêtes. II est clair qoe l'on aura efifectaé 
cette suppressîoii en ôtant un polygone ouTert, lequel aura né- 
cessairement an sommet de moins qu'il n'a de cotés: donc^ si 
l'on désigne par s le nombre de ces sommets » par F", S' et À' le 
nombre des £aices, des sommets et des arêtes du noureau po- 
lyèdre^ on aura : 

F=:F — 2, S' = S— J, A' = A — J— 1: 

donc' 

F'-f S' — A' = (F — 1)+ S — A. 

Ainsi, en enlevant une face d'un polyèdre outrer t quelconque, 
l'excès du nombre des faces augmenté de celui des sommets 
sur le nombre des arêtes , demeurera constant. U en sera donc 
de même si l'on supprime une seconde face, une troisième, etc., 
jusqu'à ce que l'on ait réduit le polyèdre à un simple polygone; 
mais alors la différence dont il s'agît sera évidemment ^ale à 
rtuûtë, puisqu'un polygone a autant d'arêtes que de sommets: 
donc 

F — 1 + S— A=l :d'où F+ S — A=:2, 

ce qu'il fallait démontrer. 

679* ScHOiiB. Ce tbéorême n'est qu'un cas particulier d'un 
autre dû à H. Cauchy, et que l'on démontrerait de la même 
manière. (Annales de mathématiques et Journal de Pécole 
polytechnique. ) 

680. GoaoLLAi&i. La somme des angles de toutes les faces 
d^un polyèdre est égale à autant de fois quatre droits qu^il 
y a d^unités dans Pexcès du nombre des arêtes sur celui 
des faces, ou à autant de fois quatre droits qu^il y a de 
sommets y moins deux. 

On sait en effet que la somme des angles d'un polygone est 
égale à autant de fois deux droits qu'il a de côtés, moins quatre 
droits : donc la somme T des angles de toutes les faces d'un 
polyèdre est égale à autant de fois deux droits que ces faces ont 
de cotés 9 moins autant de fois quatre droits qu'il y a de faces. 
Mais^ comme chaque arête appartient à deux faces, on voit qu'en 
comptant k nombre des côtés de toutes les faces du polyèdre , 
on trouve un nombre double de celui de ses arêtes : donc l'ex- 
pression de Y est 

V=2.2A — 4F = 4(A — F) = 4(S — 2), 

d'après le théorème SEuler, ce qu'il fallait démontrer. 

20 
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68f • M. Gerganne a prouvé, dans les Annales de matkéma" 
titfues^ qa'à l'ezceptlotï de quelques tliéorèraes, tels qne celui 
SEuler^ dans lesquels le nombre des faces et celui des sommets 
figurent de la même manière, îl n'est aucun tfcëorème de ce 
gem« auquel il ne doire en répondre un autre qui s^en dëdnît 
indîspensablementi en y permutant simplement entre eux les 
mots faces et sommets. Nous allons indiquer brîèfemeiit Ja 
marcbe qui conduit à ces tbéorèmes. 

Soient c, d, e^f, g^ ^. . . . le nombre des fiices qm ont 3 y 
4,5,6,7,8.... côtés, et c', rf, e\f^ g\ h\ , , . le nombre des 
angles polyèdres qui ont 3*^ 4, 5^ 6, 7, 8. . . . faces. 

Comme cbaque arête appartient à deux faces et abootà à 
deux sommets , on aura : 
2 A=3c + 41 ^+ 5 tf + 6/+..., 2A=3c'+ 4 €f +5c'+6/+.., 

Or, si Ton retranche de 2À, U d + 6/+ 8 A+ ... \e tests 
3c + 5c+ 7g + — sera un nombre pair-: donc , si Yoiv re- 
tranche de celui-ci le nombre pair 2c + ie '^- 6g-^. ,^\t 
Mcond reste c -f- ^ + ^ 4~ - • • sera aussi pair. Il en est éridem- 
ment de même pour la quantité c' + e -j- g' + — • donc 



Les sojOÊBTs d^un nombre 
impair d are tes sont tou/oufi 
en 'nombre pair. 



Les FiXBS d'un nombre îm^ 
gair de côtés sont toujours en 
nombre pair. 
IKun autre côté 

Fz=:c+^ + c+/+..., S=:c' + ^ + c' + f +... 
d<mc,en substituant ces valeurs de F, S, A, dans l'ëquatk» 
F -f S = A + ^9 après en avoir doublé tous les termes, if 
viendra 

î(c + d+e+/'+ )=4+c'+M'+5e'+4f+ \ .. 

2 (c' + ir+e'+r+ ) = 4 + c + 2<i + 5e + 4/*+ 5 ^ ^' 

équations qui se changent l'une dans l'autre par la sîmpfe per- 
mutation des lettres ce\.c\d et d y etc.: donc elles expriment 
des théorèmes qui se changent l'un dans l'autre par la seule 
permutation des mots^c^ et sommet. 

Si l'on ajoute la seconde au double de la première, ce qui 
revient à éliminer c' entre elles , on trouvera : 

équation absurde si c^ d^ e, sont nuls; donc 

Il riy a aucun polyèdre dont toutes les vâces aient plusdt 
cinq côtés f ou dont tous les soumets aient plus de cinq arêtes. 
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Sideïe sontinuts, c vant au moins 4 ; si c et £ sont nub, d 
yaiit au moins 6; me étd sont mils, e tant au moins 12: donc 

Un polyèdre gui n'a ni 
sommets tétraèdres ni pen^ 
taèdres , a au moins quatre 
sommets trièdres. 

Un polyèdre gui n'a ni 
sommets trièdres ni pen" 
taèdres , a au moins six 
sommets tétraèdres. 

Un polyèdre qui n*a ni 
sommets trièdres ni tétraè^ 
dresy a au moins douze som^ 
mets pentaèdres. 



KJn polyèdre qui ri a ni faces 
^iiadrangulaîres î ni* pentago- 
naUs, a au moins quatrefaees 
triangaUdres^ 

Un polyèdre qui n'a nifaees 
triangulaires ni pentagonalesy 
a au moins six faces quadran" 
gulaires» 

Un polyèdre qui n'a nifaees 
triangulaires ni quadrangip» 
iaireSf a au moins douze faces 
pentagonales. 

Si, d^ e\f. , . ëtant nuls, on suppose que d^ eyg,h...yOU 
c, e, gy h . - . , on c, d , g, h. . . soient nuls en même temps^ on 
aura c=4, on £{=:6, ou e=12 : donc 

Si tous les sommets d'un po- 
lyèdre sont trièdres, et qu^il 
n^ait que desfaces triangulaires 
et hexagonales, ou quadrangu- 
' l aires et hexagonales , ou pen- 
iagonales et hexagonales, il a 
nécessairement quatre faces 
triangulaires, ou six quadran- 
gulaires , ou douze pentagO" 
rutles. 



Si toutes les faces d'un po^ 
lyèdre sont triangulaires ^ et 
qu'il n'ait que des sommets 
trièdres et hexaèdres , ou 
tétraèdres et hexaèdres , ou 
pentaèdres ethexaèdres,ila 
nécessairement quatre som- 
mets trièdres, ou six som- 
mets tétraèdres y ou douze 
pentaèdres* 



Si, d, e^fyg,.. ëtant nuls, on suppose que tons les sommets 
soient triidres, on tétraèdres, on pentaèdres^ on a c=:4, ou 
3<r=I2+2£i',on3c = l2 + 4c'; mais réquatîon (2) donne, 
en permutant c et c', d et d^, etc. : 

3c^+2/r +e'=i2+(g'+2V+3r + ..0+2(d+2<î+3/+.M)..,(3) ; 
d'oh l'on tire, dans nos deux dernières hypothèses, d*=z6 et 
e'=:i2, partant c=8 ou c=2o. 

Si, c, Cyf . . ëtant nuls, on suppose que tous les sommets 
soient triMres, on a d=6. On ne saurait supposer que les som^ 
mets, ayant tons le même nombre d'arêtes, en eussent chacun 
pins de trois : car les équations (2) et (3) seraient alors contra- 
dictoires. 
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Si, c, «î,/, g. . . étant nuls, on suppose que tous 
soient trièdres, on aura e=X2. On ne saurait supposer qcW 
sommets, ayant tous le même nombre d'arêtes, en eussent ck- 
cun plus de trob : car alors les équations ^(2) et ÇS) 
contradictoires. Ainsi 

// ne peut y avoir que cinq sortes de polyèiir^x dom 
toutes les faces aient le même nombre de côtés , et ious les 
anf^s le même nombre d^ arêtes : ce sont le téCruédre^ Toc^ 
taèdre^ Vicosaèdre, V hexaèdre et le dodécaèdre. 

Si l'on ajoute les équations (1), detd! disparaîtront, et Von 
aura.: 

c + c'=S+(e+!if+3g+..*) + ie + 2f+3^i-..0 f*> 

Si l'on élimine e entre les équations (1), il viendra : 

ic+ 2d+c'=20 + 2(f+ 2g+...) + 2d' -^5c + (5). 

Dn déduira de ces deux dernières équations des théorèmes 
analogues à ceux que nous avons établis plus haut, el eiAre 
autres celui-ci : 

Vn polyèdre ne saurait être privé à la J'ois dt /aces 
triangulaires et d^ angles trièdres ^ et il Jaut même que le 
nombre des uns et des autres ne soit pas moindre que ludu 

682. Deux polyèdres sont égaux lorsquUls on£ tdole' 
leurs Jaces égales chacune à chacune , semhlahlentenl pi*' 
cées et également inclinées. 

En effet, si l'on place une des faces de l'un des polyèdres sv 
celle qui lui est égale dans l'autre, on Terra facilement que fes 
faces qui lui sont contiguè's viendront coïncider avec leurs ho^ 
mologues, et ainsi de suite de proche en proche, de sorte qao 
le premier polyèdre recouvrira exactement le secoiwi 

Observons toutefois que l'énoncé de ce théorème renferme 
évidemment plus de conditions qu'il n'en faut pour que deux po- 
lyèdres soient égaux. M. Cauchy a démontré en eSet q;ue deua: 
polyèdres convexes sont égaux quand ils ont toutes leur* 
faces égales chacune à chacune, et semblablemenl placées. 
{Journal de P Ecole polytechnique,) 
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CHAPITRE IL 

BES CORPS SEMBLABLES ET SYMiTaïQVES. 

683. Deux corps sont semblablis lorsqi^on peut les pla^ 
cer de telle sorte qu^en menant par un même point des 
étroites aux différens points des deux surfaces qui les ter- 
minent, les rayons vecteurs dont les directions coïncident 
soient proportionnels. 

Les , surfaces qui terminent les deux corps sont aussi 
dites semblables* 

684* H suit immëdiatement de cette dëfinition que si Pon 
coupe une pyramide par un plan parallèle à sa base , la 
petite pyramide sera semblable à la grande (521). 

^^.. Lorsque deux corps sont semblables, on peut prendre 
pour centre de similitude de Fun tel point que l'on veut de 
r espace , et il y aura toujours pour F autre un centre cor^ 
respondant de similitude. 

Même dëmonstratibn qu'au n.® 527. 

THio&JiMB. 

686. Deux cônes droits, deux- troncs de cône droits à 
bases parallèles, et deux cjrlindres droits^ sont semblables 
lorsiju^ils sont engendrés par desfigures semblables tournant 
autour de deux côtés homologues. 

Même démonstration qu'aiiz ixfi^ 330 et 338. 

687. Deux calottes, deux segmens et deux secteurs sphé" 
riques sont semblables lorsqu'ils correspondent à des sur-^ 
faces coniques égales. 

Deux zones sont semblables quand elles sont des diffé- 
rences de calottes semblables. 
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lieux tranches spkérùfues qui correspondent à des zones 
semhlahleSf sont semblables. 

Même démonstration qu'aux n.^" 330 et 338. 

688. Go&oLLÀiAJk Deux sphères sont toujours semblables. 
Elles ont deux œntres de similitude, dont chacun est le centre 
d'une sor&ce conique tangente aux deux sphires (531}. 

689. Deux triangles sphériques sont semblables quand 
Us correspondent à des trièdres égaux. 

Deux fuseaux et deux coins qui correspondeni à des 
dièdres égaux sont semblables. 

Ceci est une conséquence immédiate de la définîtion des corps 
et des surfaces semblables. 

690. i& deux corps sont semblables, et que F un soil atn 
polyèdre^ Vautre en sera aussi un; ils auront chacun le 
même nombre de faces ; ces faces seront semblables etscm- 
hlablement placées (a), et leurs an^es dièdres et polyèdrts 
seront égaux chacun à chacun* 

Puisque ces deux corps sont semblables, on pourra les plaçai 
Fîg. 50t. de manière qu'ils aient un même centre de similitude O. Par 
ce point et chaque arête du polyèdre menons des plans , et 
nous formerons une série de pyramides ayant pour sommet 
commun, et pour bases les diffîrentes faces du polyèdre. Soient 
OABCDBunequelconque de ces pyramides, etÂ', B', C, D',E', 
ks points oiï ses arêtes percent la surface du second corps. Ces 
points, difisant ces arêtes en parties proportionnelles (683^, sout 
dans un même plan parallèle à la base ÂBGDE, Jbguef divise 
dansie même rsqpport toutes les droites qui, issœs de 0, Tont 



(a) G'est-à-diM , 1.^ que les deux angles dont le sommet commoneA à Vone 
des extrémités de la droite qui assemble les deux Ikces du premier poljèdre 
aiaEiqBeUcsila Appartiennent, sont homologues de ceux dont le sommet eoo- 
mun est à l'une des extrémités de la droite qui assemble les deux fooes sess- 
blables du second; %^ que si l'on place l'une de ces deux fiices sur sa cônes- 
pondante de manière que deux côtés homologues coïncident , les deux aofrei 
ftces seront d'un même côté du plan commun. 
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Be terminer à cette base» Mais la sur&oe du second corps jouit 
de la même propriété : donc la portion de cette surface qui est 
comprise dans la pyramide, coïncide ayec le polygone A'B'G'D'B', 
et est par conséquent semblable à ABC DE : donc à cbaque face 
du polyèdre correspond une face semblable du second corps y 
qui est ainsi un polyèdre* En second lieu tous les dièdres ho- 
mologues sont égaux comme ayant leurs faces parallèles et 
dirigées dans le même sens*, enfin tous les angles polyèdres 
teront égaux chacun à chacun, puisque, les angles plans qui les 
forment étant des angles homologues de polygones semblables , 
ils ont ainsi leurs faces homologues^ égales semblablement pla- 
cées et également inclinées.. 

691.ScH0LiB. Bemarquons que l'on aurait pu prendre pour 
centre de similitude l'un quelconque des sommets du polyèdre^ 
et qu? alors le centre de similitude du second eût été le sommet 
Ixomologue de ce second polyèdre* 

692. D'où il suit que clans deuœ polyèdres semblables les 
arêtes et les diagonales homologues sont proportionnelles» 

THéORÂME. 

693* Béciproquement , deux polyèdres V et p sont sem- 
blables lorsqu'ils ont leurs Jaces semblables chacune à cha^ 
cune semblablement placées et également inclinées* 

Par un point quelconque 0, et chacune des arêtes du polyèdre 
P^ faisons passer des plans, et nous formerons une série de 
pyramides ayant pour sommet commun, et pour bases les 
difiërentes &ces de ce polyèdre. Soit OABCDE une de ces 
pyramides. Prenons sur Tune de ses arêtes OA une quatrième 
proportionnelle OA' à deux arêtes homologues quelconques AB, 
abjdes deux polyèdres, et à OA; et menons par A' un plan paral- 
lèle à ABGD£,ce qui déterminera dans la pyramide OABCDE 
une section A'B'G'D'E' semblable à ABC DE, et par conséquent 
égale à ahcdi. En effet on a, comme on sait (286), 

ABrAïriOAlOA'. 

Mais, par construction, 

AB:afc::OA:oA': 

donc 

kVz=zab. 

et ainsi les deux polygones semblables A'B'G'D'E' etdbcde 
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sont ëgaax. Par les cotés A'B', B*G', G'D'. . . menons des pfansr 
parallèles à ceux dès faces adjacentes aux côtés bomologues 
AByBG,CD... et atosi de suite pour les côtés des nouveaux 
polygones ainsi obtenus. Le polyèdre P' ainsi form^ aura ses 
fiaces égales chacune à chacune à celles de p; d'ailleurs elles seront 
semblablement places et également inclinées : donc le polyèdre 
V est égal à p (682). Mais P' est semblable à P (683) : donc p 
est aussi semblable à P. 

69%. CoEOLLÀiRx, 1 .0 Tous les cubes sont semblables; 2fi deux 
parallélipipèdes rectanf^es qui ont leurs arêtes proportion^ 
nelles; Zfi deux parallélipipèdes obliques qui ont un angle 
trièdre égal compris entre des arêtes proportionnelles ^ 
4.0 deux prismes qui ont un angle trièdre compris entre 
les plans de trois polygones semblab les chacun à chacun et 
semhlahlement placés, sont semblables : car tontes les îaces 
latérales sont semblables chacune à chacune (337); et, comme 
eOes sont d'ailleurs semblablement placées, leurs trîèdres,ei 
par conséquent leurs dièdres homologues, sont ^anx. 

On pourrait faire voir, par un raisonnement analogue à celui 
du n*^ 338, que la similitude de ces polyèdres est une consé- 
quence immédiate de la définition des corps semblables (683). 

693. BemarquoDS que le théorème précédent renferme plus 
de conditions qu'il n'en faut pour établir la similitude de djeu: 
polyèdres (682). 

696. Deux polyèdres semblables quelconques peuvent être 
décomposés en un même nombre de pyramides semblahlef 
chacune à chacune , et semblablement placées (a). 

(a) C^esUà-dire, iP que les deux dièdres dont Tarète commune etf one des 
arêtes mêmes de la face qui assemble les deux pyramides da premier polyèdre 
auxquelles Us appartiennent > sont homologues de ceux dont Paréte commune 
est une des arêtes mêmes de la face qui réunit les deux pyramides du second 
polyèdre ; 2.° que si l'on place l'une des iàces de jonction sur sa correspon- 
dante en fkisant co'incider deux côtés homologues , les pyramydes sembÛbles 
seront alors situées d'un même côté du plan commun. Soit , par exemple, le 
Fig: 502. polyèdre SABGDEF6 composé des pyramides SABGDE, SABFGet SAEF, 
et supposons que la base de la première soit posée sur le plan même de la 
figure y et que tous les autres sommets S , F, 6, soient au dessus de ce plan. 
Si l'on veut construire un polyèdre composé de pyramides semblables, à oçlles- 
d^ et qui soient semblablemcot placées, on formera d'abord une pyramide 
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La démonstration du n.o 693 a prouyé que les pyramides 
^lù, comme ABC DE, ont pour sommet le point 0, et pour 
bases les difiereotes faces du polyèdre P, sont semblables aux 
pyramides correspondantes du polyèdre P', et par conséquent à 
celles du polyèdre égal p: donc, si l'un des polyèdres est sus- 
ceptible d'être partagé en pyramides par des plans menés par 
un même point, ce qui arrivera toujours s'il est convexe (677) , 
tout polyèdre qui lui sera semblable jouira de la même propriété , 
et les pyramides dans lesquelles on les aura décomposés seront 
semblables chacune à chacune, et semblablement placées. 

Si les pyramides dans lesquelles on a décomposé l'un des po- 
lyèdres n'ont pas tontes leurs sommets réunis au même point , 
il n'y aura qu'à prendre successivement chacun des sommets 
communs à une même suite de pyramides pour centre de simi- 
litude , et l'on conclura encore que les deux polyèdres sont 
dëcomposables en pyramides semblables , et semblablement 
placées. 

697» ScHOtiB. Si l'on observe que deux pyramides quelconques 
peuvent être partagées en tétraèdres semblables et semblable- 
ment placées , on pourra donner du théorème précédent l'énoncé 
suivant : 

Deux polyèdres semblables quelconques peuvent être dé- 
composés en un même nombre de tétraèdres semblables 
chacun à chacun , et semblablement placés. 

THioaàMB. 

696. 'Kécv^Tocpemeni,, deux polyèdres qui sont composés 
à!un même nombre de pyramides semblables chacune à 
chacune et semblablement placées y sont semblables. 

II pourra se présenter deux cas, selon que les pyramides 
auront ou n'auront pas tous leurs sommets réunis au même 
point. 

Premier cas. Supposons que les pyramides OABGDE et Ffg. soi. 



•ahcde semblable à la première; pub, comme les deux dièdres ASBC et 
ASBG ont BS pour arête commune , on construira sur aj6 une pyramide 
semblal>Ie à SA.BGF, en ayant soin que le dièdre homologue à ASBG ait 6« 
pour arête 4 et que la face bga soit du c6tè opposé au plan &«c. La troisième 
pyramide êaefK trouvera détemiiaée par suite de cette conctniction. 
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oabede, OABVG et oabfg, etc., soient semblables et 
blablement phcëes. Il résulte munédiatement de la première' 
oonditioii, que leurs an^es polyèdres en O et en o sont égaas 
chacim à cbacim, de sorte qae l'on pourra placer le aeoond 
polyèdre dans le prenner de telle manière qae les arètos de 
l'angle oabede tombent sur leurs liomol<^pMS. Mais» c^mme 
en outre les pyramides des deux polyèdres sont senAlablemest 
placées y les arêtes of, 09. . • . prendront de mèoie les direo- 
tions OF, OG. ... : ainsi les fiices abede^ ^^fg- • •- du se- 
cond polyèdre seront Tenues se placer en Â'B'G'D'B', A'B'TG*. . . 

parallèlement aux faces homologues ABGDB^ A.BFG 

du premier , puisque les points A! y B', G' . . . . divisent les droites 
OA, OB, OG.... en parties proportionnelles. Jkmc toas lœ 
rayons yecteurs menés de à la sur&ce du premier polyèdre 
seront coupés par celle du second en parties proporfioniidles; 
donc les deux polyèdres sont semblables. 

Second cas. La démonstration est identiquement la mèine 
que celle relative à deux polygones (340 > second cas}» 

699. GoaotLÀXBB. Deux polyèdres sont égaux lorsqiiiis 
sont composés €Pun même nombre de pyramides égales cha- 
cune à chacune et semblablement placées. 

700. Les conditions de similitude de deux polyètbies renfer- 
ment implicitement celles qui établissent que deux tétraèdra 
sont semblables, mais ou conçoit cependant que quelques-Tmes 
de ces conditions peuvent être une conséquence nécessaire des 
autres. G'est ainsi, par exemple, que deux prismes sont semblables 
par cela seul qu'ils ont un trièdre compris entre trois poljgoa» 
semblables chacun à chacun et semblablement placés (694)» 
On a effectivement reconnu que deux tétraèdres sont semblaliAes 
dans quatre cas que nous allous examiner successivement» 

THéOEÂME. 

701. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont leurs 
arêtes proportionnelles ^ et que les faces formées par les 
arêtes homologues sont semblablement placées. 

Fig. SOS. Jeprends,surlesarètesSA,SB,SC,despartîesSD, SB,SF, 
respectivement égales à S'AVS'B', S'C', et par les trois points 
D, Ey F, je mène un plan.Ge plan sera parallèle à ABG, puis- 
qu'il divise les arêtes du trièdre S en parties proportionnellei. 
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donc le tétraèdre SBEF est semblable à SÂBC (684). Or a est 
égala S'A'B'C: cai:, les faces des deux tétraèdres proposés étant 
semblables cbacane à cbacune (351), les faces du trièdre S sont 
respectif ement égales à celles du trièdre S'; et , comme nous ayons 
supposé qu'elles étaient semblablement placées, ces deux trièdres 
sont égaax\ de sorte que les tétraèdres S'A'B'C et SBBF sont su- 
perpoaables. Donc S'A'B'G* est semblable à SABC 

702* GoKOLLAniE. Si l'on forme un tétraèdre avec quatre 
eommets d'un polyèdre, et qu'on en forme un second avec 
les quatre sonunets homologues d'un polyèdre semblable, ces 
deux tétraèdres seront semblables (692). 

703* Deux tétraèdres sont semblables lors^fu'Us ont l^irs 
dièdres é^ux chacun à chacun^ et que leurs faces homo- 
logues sont semblablement placées^ 

II suit en efièt de l'énoncé, que nos deux tétraèdres ont leurs 
trièdres égaux chacun à chacun (556) ; de sorte que leurs faces ho- 
mologues sont équiangles, et que par conséquent leurs arêtes 
homologues sont proportionnelles 5 ainsi nous nous trouvons 
ramenés au cas précédent. 

704. ScHeuQi. Bemarquons que l'énoncé de ce théorème ren- 
fiarme une condition de trop : car , pour établir la similitude 
des fiices des deux tétraèdres, il suffit de supposer cinq dièdres 
égaux chacun à chacun. 

THiomÂME. 

705. Deux Utraèdres SABG el S'A VC sont semblables 
lorsqu'ils ont un dièdre égal compris entre deux faces 
SAB et S'AÏ', S AG r< S'A'G' semblables cbacune à chacune 
et semblablement placées* 

Je prends, à partir du point S, SD=S'A', SE=SV, et 
Sï=S'G'; et, par les trois points D, S, F, je mène un plan* 
Ce plan coupera donc les arêtes du trièdre S en parties pro- 
portionnelles, puisque ces arêtes sont proportionnelles à celles 
du trièdre S' , à cause de la similitude des trioigles SAB et 
S'A'B', SAC et S'A'G' : donc il est parallèle & ABC; donc le té- 
traèdre SD£F est semblable à S ABC. Mais les tétraèdres SDBF 



Fig. 104, 
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et S'AVG' 0ODt sugerposables, car les trièdres S et S' sonT 
égaux (557) : donc ce dernier est aussi semblable à S ABG. 

TEéO&ÀMl. 

706. Deux tétraèdres sont semblables torsqu^Us ont une 
face semblable adjacente à trois dièdres é^aux chacun 
à chacun, et dont les faces homologues sont semblablement 
placées. 

Soitlaface SÂ.G semblable à S' A'G'. Prenons encore SD=S'A', 
SE=:S'B',SF=S'G', et menons nn plan par les trois points 
B, E 9 F. Le trièdre S est ëgal au trièdre S' (558) : donc les deor 
tétraèdres SDEFetS'A'B'G' sont SQperposable5.MaislasimîIi£adb 
des triangles S DF et S AG exige que DF soit parallèle à À C; et, 
comme d'ailleurs le dièdre SDF£ est égal, pas hypothèse, Â 
SAGB, on Toît que I&plan DEF est parallèle à ABG*. doive 
le tétraèdre SD£F^ c'est-à-dire S'AB*G', est semblable i 
SABG. 

DES CORPS STMÉTRI42UES. 

707. Uevx corps sont sncir&iQirEs lorsqu^on peut les 
placer de telle sorte que toutes les droites menées par un 
certain point de Vespace percent les surfaces qui les ter^ 
minent en des points deux à deux é^uidistans du point 
dont il s*agit. Ce point se. nomme U gbnt&vdx STMiTB.iK des 
deux corps y qui alors sont dits symétriques par rapport à 
ce point. 

Les surfaces qui terminent deux corps symétriques sont 
eîles'mêmes symétriques* 

708* Il suit immédiatement de cette définition qne, si Fou 
coupe deux an^s polyèdres opposés par le sommet par 
deux plans parallèles et équidistans de ce sommet ^ les deux 
pyramides ainsi formé es seront symétriques. 

THKO&éjlIB» 

709. Lorsque deux corps sont symétriques y on peut toxir 
jours les placer de telle sorte que tel point qx^on voudra de 
F espace soit leur centre de symétrie. 

fineffet, puisque les deux corps sont symétriques, on peut tou- 
jours les placer de manière qu'en menant d'un certain point 
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^68 rayons Tecteurs aux diffëreos points À, B, G. ... de la 
surface do premier, ces rayons, prolonges de quantités égales à 
caz-mêiiies, aillent aboutir, en A', B', G' .... à la surface du se- 
cond, lie point est lear centre de symétrie. Gela posé, pre- 
nons un point arbitraire F, et joignons FO, FA, FB, FG 

Menons A'I parallèle à AF^ jusqu'à la rencontre de OF, et tirons 
B'L On aura OI = OF, à cause de l'égalité des triangles AOP 
et A'OI (201) : donc les triangles OFB et OIB' sont égaux (199); 
donc B'I «st égale et parallèle à BF; donc, si par leà points 

A', B', C . . . . , on mène des parallèles A' A", B'B", G'C" à 

FI jusqu'à la rencontre des lignes respectives AF,BF,GF. . . . 
ces parallèles seront égales à FI ^ et la surface qui sera le lieu 
de tous les points A", B", G" . . . • ne sera autre cbose que la 

sarfaoe A'B'G' transportée parallèlement à ell^méme. 

Mais FA",FB",FG".... sont égales à lA', IB', IG' . . . . et 

portant à FA, FB, FG donc le point F est un oentre 

de symétrie des deux surfaces ABG. . . et A"B", G" . - . . 

THBO&iHB. 

710. Deux corps symétriques peuvent être placés sjrmé^ 
triquemeni par rapport à un plan donné quelconque, 
c'est-à-dire de telle sorte que les points bomologues de leurs 
surfaces seront situés à égales distances du plan dont il s'agît, 
snr une même perpendiculaire à ce plan. 

Plaçons les deux corps symétriquement par rapport à un 
point quelconque du plan donné MN, et menons par ce point Fig. 505. 
une perpendiculaire OZ à ce plan. Maintenant faisons faire une 
demi-révolution au corps A' B'C • autour de OZ. Il est clair 
que la projection a' de A' snr UN Tiendra coïncider ayec la pro- 
jections du point symétrique A de l'antre surface : car Oa =0a 
à cause de l'égalité des triangles OAa et OA'a'. Il en sera de 
même des projections de tous les autres points des deux surfaces. 
Ainsi les deux corps seront actuellement disposés de telle sorte 
que tous les points de leurs surfaces seront situés deux à deux 
sur nne perpendiculaire au plan MN, et à égale distance de ce 
plan. Donc ces deux corps sont symétriques par rapport à ce 
plan* 

Le plan MN est donc un plan de symétrie des deux corps 
ABC.... et A'B'G" 



••■• 
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711» Bëeiproqtieaient , n deux corps ABC.... et A''B"C^ 

som symétriifues par rapport à un plan MN, ils pourront être 
placés symétriguemeni par rapport à un point fueicont/ue 
O de ce plan, et y par suite, par rapport à tout point de 
Pespace (709). 

Faisons £ûre one demi-rëvoliitîon an corps À"B" G*'.«. autour 
de OZ. De cette manière la projection a du pomt À" sur le 
plan MN Tiendra ae placer en a' sur le prolongement de a, et 
le point À" se trou?era ainsi transporté en A'. Si alors on yÀnt 
OA' et OAy on formera deux triangles éganz OAa » et A* a' (1 99)s 
car les angles a et a' sont droits, Oâ=:0 a', et a'A'=tf A^'est 
ainsi égal à Aa. Donc Pangle AOa = A'Oa'^ et k^l' est par 
conséqnent une ligne droite : donc tonte droite menée par le 
point ira percer les surfaces des deux corps dans leur noo- 
▼elle position, en des points deux à deux équidistaos de 0; Aom 
ce point est nn centre de symétrie des deux corps* 

712. n résulte de la définition des corps symétriques et du 
théorème du n/> 709, qu'il existe une grande analogie enti« «s 
cprps et les corps semblables. Le rapport de similiiiHle est 
alors Fonité; mais les rsyons vecteurs homologues, au liev 
d'être dirigés dans le même sens, le sont ici en sens contraires. 
On conçoit, d'après cela, que si l'on introdmt ces deux mo- 
difications dans les énoncés et dans les démonstrations des tlië»- 
rèmes que nous ayons établis sur les corps semblables, on aura 
les énoncés et les démonstrations des propositions correspoiv- 
dantes des corps synaétrîques. Cependant le théorème du il9 7iO 
permettra de simplifier quelques-unes de ces démonstrations. 

713. Si deux corps sont symétriques, et que Fun soit nn 
polyèdre , Fautre en sera aussi un : ils auront chacun le 
même nombre de faces; ces faces seront égales (^cune à 
chacune y et inversement placées; leurs angles dièdres se- 
ront égaux chacun à chacun , et leurs angfes poiyêdres se^ 
ront symétriques (690). 

CoKOLLÀiBE. Dans deux polyèdres symétriques ks arêtes 
et les diagonales homologues sont égales (692). 



DBS CORPS STMÉTUIQUES. 319 

THÉO&àMl. 

714. Réciproquement^ deux polyèdres sont symétriifue$ 
lorsqu'ils ont leurs Jaces égales chacune à chacune inver-* 
sentent placées et également inclinées (693)» 

€oKOiLAiRB. Deux triangles spbëriques éqnîlatëranx entr^enz^ 
sont symétriques lorsque leurs côtes homologues sont inrerse^ 
ment placés. 

715. Deux polyèdres symétriques peuvent être décom- 
-posés en un même nombre de pyramides symétriques cha^ 
cune à chacune ^ et inversement placées (jSl96)» 

On peut dire encore : Si Ton dispose les deux polyèdres symé- 
triquement par rapport à un même plan, il est évident que les 
pyramides dans lesquelles on aura décomposé l'un d'eux seront 
symétriques de celles qui auraient pour sommets les sommets 
liomologues du second* 

716. Réciproquement 9 deux polyèdres qui sont composés 
éPun même nombre de pyramides ^métriques chacune à 
4:hacune et inversement placées , sont symétriques (698). 

On peut dire encore : Si par rapport à un plan arbitraire on 
construit le polyèdre symétrique du premier des polyèdres don- 
nés , ce polyèdre auxiliaire sera égal au second : car ils seront 
composés d'un même nombre de pyramides égales cbacune à 
chacune et semblablement placées (699) : donc ce second po- 
lyèdre est aussi symétrique du premier : car il résulte de la 
définition du n."" 707 qu'un corps donné ne peut aroir qu'un 
seul corps symétrique. 

•♦><>CK>0<>0<>CK>>CK><><X><>CK><>CX><>0<>0<>CK>CK>^ 

I 

CHAPITRE III. 

DES POLYÈDRES REGULIEBS. 

717. On appelle voLTiBRB RicuLixa celui dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux, et dont tous les 
anf^es polyèdres sont égaux entre eux. Tel est le cube (667) : 
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car toates ses faces sont des carrés égaux , et toas ses angles 
trîèdres soDt trirectangles, et par conséqoent égaux. 

THÉOEÀMB. 

71& Tout pcîyèdre régulier est à la fois inscriptible et 
circonscriptihle à une sphère* 
Wig. 50S. Soient BAC, CAD, deux feces adjacentes, F et G les centretf 
des cercles inscrits et circonscrits à ces faces. Si Ton élère en ces 
points des perpendiculaires à leurs plans, elles iront concourir 
au centre de la sphère qui passerait par les quatre sommets 
C, B, A, D (62f ). Si en outre on abaisse les apothèmes ¥M et GM 
sur AG , ils seront égaux, et iront passer par le milieu de cette 
arête : donc, si Fon joint OM, le^ triangles rectangles OMF et 
OMG seront égaux (2f 6); donc OF=OG, et l'angle OirF=:OMG; 
de sorte que la droite OM partage en deux parties éga\es le re&- 
tiligne FM G correspondant au dièdre AG. Je dis maintenant ({oe 
les perpendiculaires élevées au centre de chacune des autres 
faces du polyèdre iront concourir au point 0; et, pour le dé- 
montrer, il suffira de prouver qu'il en sera ainsi pour une tioî- 
■ième &ce EDK adjacente à l'une des deux premièrea* Soit doncO' 
le point où la perpendiculaire éhvée au plan de cette ùice par 
son centre I coupe OG: on Terra, comme tout à l'heure, quek 
droite O'N divise le rectilîgne G NI, correspondant au dièdi^ M>1 
en deux parties égales. Donc , puisque le polyèdre est régulio; 
l'angle O'JVG sera égal à OMG; donc les triangles GM et O'GF 
sont égaux (201); donc 0'G=OG , et ainsi 0' coïncide avec 0. 
Donc toutes les ifaces sont équidistantes du point 0, et par consé* 
quent le polyèdre sera circonscrit à la sphère dont le rajoi 
est OF. Mais ce même point est aussi équidistant des sonunets 
de chaque face (491) : donc la sphère décrite avec le rayon 01 
sera circonscrite au polyèdre* 

719. CoBOLLÀiBB I. Tout polyèdre régulier peut être par- 
tagé en autant de pyramides régulières (659) égaies quHl a 
de faces. Il suffit, pour effectuer cette décomposition , de mener 
des plans par le centre O et par chacune de ses arêtes. 

720. CoROLLAiBB II. Béciproquemeut, un polyèdre est réguUer 
lorsqu^on peut le décomposer en pyramides régulières égales 
en menant des plans par chacune de ses arêtes, et par wb 
point pris dans son intérieur. D'abord toutes ses faces sont des 



1 
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polygones réguliers ëgjBiux; ensuite tous ses dièdres sont égaux: 
car L'angle F]|0, qni est la moitié du rectiligne FM 6 corres- 
pondant au dièdre AG, appartient à on triangle rectangle dont 
les deux cotes de l'angle droit FM et FO sont constans, puisque 
l'un est Fapothéme de la base de l'une des pyramides, et que 
l'autre est la hauteur de cette pyramide. 

THiOEÂMB. 

721 . // ne peut y avoir que cinq sortes de polyèdres ré^ 
guUers. 

Nous ayons tu que la somme des faces d'un angle polyèdre i 

conrexe était toujours moindre que quatre droits* Par consé- 
quent 9 si toutes ces faces sont égales, leur nombre sera nécessai- 
rement moindre que le quotient que l'on obtient en divisant 
quatre droits par la valeur d'une face. D'où il suit, en obser- 
vant d'ailleurs que les angles d'un triangle équilatéral, d'un carr^ 
d'un pentagone et d'un hexagone régulier, valent respectivement 

J-, 1 , y et f, 

1*o Que, si les faces du polyèdre sont des triangles équilaté- 

reox , le nombre des triangles réunis autour d'un même sommet 

sera plus petit que ^=6: donc chaque angle polyèdre ne pourra 

î 
être formé qu'avec trois , quatre ou cinq angles de triangles 

éqnilatéraux ; 

2fi Que, si les laces sont des carrés, on ne pourra en assem- 
bler que trois pour former chaque angle polyèdre ; 

3.^ Qofi) si les faces sont des pentagones, le nombre de ces 

polygones réunis autour d'un même sommet sera moindre que 

^='Y ^ d: donc on ne pourra former chaque angle polyèdre 

s 

qu'ayec trois angles de pentagone; 

4.^ Que les faces d'un polyèdre régulier né peuvent avoir 
plus de cinq côtés: car, si l'on voulait employer même des hexa- 
gpnes, on trouverait que le nooibre des faces de chacun de ses 
an^es devrait être moindre que 4=3, ce qui est absurde. 

Donc il ne peut y avoir que ciif ft sortes de polyèdres ré-^ 
gtiUers : tbois formés en réunissant autau'rd^un, même som- 

iJ9et TBOIS^ QCÀTBB OU CIBQ TBUIGLBS ^iOfLkTÈtjivx; ff DBUX 

dont les angles polyèdres résulteraienvde'l'a,^âemhla§e de • 
XmOIS GAE&is ou de TBOIS pbutagohbs. ' . . • - ' 

21 
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dombien chacun d'eux a^-t^il de faces ? 

Soient /le nombre des côtés de chacime et s le nombrt^ 
arêtes de chaque angle polyèdre. Le nombre total des aiètoûs 
toutes les feces sera donc F/*, en conservant la iiotat»]i à 
nfi 678 ; mais, comme chacune appartient à deoz faces, U^e 
suit que le nombre des arêtes du polyèdre n'est cfaebmo^ 
de F/, et qu'ainsi F/=: 2 A ; on verra de même que Sx=2i , et 
qu'ainsi nous ayons, pour déterminer k^ F et S, les trois épeàff» 

Vfr=i2lLy S^i=2A, F+S— A=2, 
desquelles on tire facilement 

Or, dans les cinq polyèdres réguliers dont noD5 arimsivconm, 
la possibilité, on a successivement : 

/=3, 3, 3, a, 5; 

*=5, 4, 5, 3, 3î 
et alor» la formule précédente donae respectivement t 

F=4, 8, 20, 6, 12 (a). 
Les cinq polyèdres réguliers dont nous avons maintenaDiL i 
démontrer l'existence, sont donc le tétraèdre, VocUtèàrtylif" 
saèdre, V hexaèdre et le dodécaèdre* Noos y parneaboi» 
en résolvant le problème suivant : 

722. Construire un polyèdre régulier éCespèce détO' 
minée , connaissant son arête* 

Or, s'il y a des polyèdres réguliers , ils peuvent être décoiD- 
posés en autant de pyramides régulières égales qu'ils ont db 
faces, et réciproquement (719 et 720); et, comme le coléifeb 
base de chacune est donné par l'énoncé du problève, ets py- 
ramides intégrantes seraie;nt déterminées si l'on oonorànt les 



(«) lies élèves qd ignorent l»%èbrepoum>ntcaIcale^c0valâin de T de 
la manière suivante : 
SÔlenCj^p^ ëÀLemp!e,f» S et «s 5 : Péquation FfaeSA donne S¥s21; 

d'où A «V: l'équatbn S< a 2A donne ensuite: S » ^^ 9^7 \ par oooib- 

quart *ifS«iF + 5^«*^; puis F + S-A«^-.^«^. hJadk 
ctûei^me de F est 2 : donc Fs20. 
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^dres que forment leors faces (a). Soit donc a: la valeur de 
m de ces dièdres; on aura alors pour expression de l'angle 
i sommet de l'une des pyramides (562), fx — ^2(/— 2); et 
ir consëqaent la somme de tous leurs angles an sommet sera 
/or— -2 (/* — 2) } F. Mais elle vaut huit unitës : donc 

Remplaçant V et y par leurs valeurs respectives, on trouvera 
le l'inclinaison de deux faces adjacentes de l'une des pyramides 
itëgrantes du tétraèdre est j, 

de l'octaèdre est i, 

de l'icosaèdre est j , 

de l'hezaèdre est f , 

dn dodécaèdre est 4* 
Bn conséquence, si l'on veut construire le dodécaèdre, par 
Kemple, on construira une pyramide pentagonale r^plière 
kmt le côté soit égal à l'arête donnée, et telle que l'inclinaison 
le deux faces adjacentes soit les f d'un angle droit ; puis , réunis* 
ant douze de ces pyramides, l'espace se trouvera rempli autour 
le leur sommet commun, et le problème sera résolu (720). Les 
piatre antres polyèdres réguliers pourront être construits de la 
nême manière. Observons toutefois que, pour obtenir l'hexaèdre 
■égnlier, il sera plus simple de construire un paralléHpipède 
*ectân(^le dont les trois arêtes contiguës soient égales à la ligne 
lonnée (J>y 



{a) En effet chaque trièdre'à la base est isoèdre^ et l'on coDnait dans ce 
rièdre le dièdre foiiné par les deux faces égales et la face qui lui est opposée. 
^Mir obtenir ces faces, il n^ aura donc qu'à renverser la constmctlon par la- 
fueUe nous avons déterminé dans le problème du n.o 664 l'angle opposé à la 
kce de développement 

(&} Si l'on suppose nul le dénominateur de la valeur de F, on aura Téqua- 
inn 2 (/*•«- ê)'^f»jà laquelle ou ne peut satisfaire que par les trois couples 

Ainsi une tphère peut, êous trùi* poinU de vue éiffirenê, être regardée 
wmme un polyèdre régulier d'un nombre infini de faces infiniment peiiies, 
f^rmé en réuniêêant autour ^un même point, ifi des trtungtee nx é m%.\ 
t^ deê carrée QUAni à QCiTaa; 5.® dea hexagones mois à Taoïs: ce qui s'ao- 
corde avec ce que nous ayons vn au n.^ 865. 
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€HJLPITRE IV. 

DES AÏRBS DES CORPS. 
LBMHK I. 

725. TouU surface plane cH moindre que toute 4mlrr 
surface terminée au même contour. j , • «.• 

n est éTkfcnt que la grandeur d'une surface depead à U &b 
de sa longueur et de sa largeur; de sorte que, si les d,n««sjoB. 
d'une surfecesonten tous sensplus petites que <^^« ^«« «f^ 
la première surface sera plus petite que la seconde, to même 
chose aura encore lieu si , les deux surfaces ayaut la »«««*- 
mension dans un certain sens , la première a dans U»n» tes a^Utes 
des dimensions plus petites que la seconde. 

Gela posé, il suit immédiatement de la déûnition de U 11®» 
droite, que si l'on coupe par un plan quelconque «n plan et « 
surface courbe terminée au même contour, la sectioa dapl» 
sera plus petite que celle de cette surface, ce qui dëmonlw k 
principe énoncé (a). 

724. Toute surface cohtï» eH moindre qu'une avtf 
surface quelconque ^ VemelopperaU en ^appuyant «r 

le même contour. 

LEHMB m. 

Toute surface coiiTBa est moindre qjiune autre surfaa 
quelcoMlue qui Pemeloppo entièrement. ^^^ .^j 

' Ces deux kmme. se démontrent «J'^lumen^, ^mn^ «^; 
du n.0 396, en «'appuyant smr le précédait, et ^^'^^^^ 
la droite FG par un plan compris entre les deux sorfeces, ou 
du moins tangent à celle qui est convexe. 

725. lia détermination de la mesure de l'aire J»» polyèdre 
-a^MMue ne saurait présenter de difficulté , puisqu'elle est ér^ 
demment la somme de ccUcs des «aces de ce polyèdre , et noe 
wm ru comment on peut les évaluer, robserverai seuleiiH* 

{a) Cette proposition peut trèa^bien être regardée comme un axiome ri^ 
Uat de la ^atu^e mtoe du plap. 
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fjue les aires des surfaces latérales de la pyramide régulière et 
du prisme peuvent s'obtenir par une seule multiplication* 

THBO&iMB. 

726. Vaire de la surface latérale d*une pyramide régu- 
lière a pour mesure la moitié^ du produit du périmètre de 
sa hase par son apothème* 

£n efifet chaque âice de cette pyramide est un triangle qui a 
pour mesure un des côtés. de la base de cette {^ramide multi- 
plié par la moitié de son apothème (660) : donc on pourra, dans 
l'addition des aires de toutes ces faces, mettre la moitié de l'apo- 
thème en facteur commun, et l'on obtiendra ainsi pour mesure 
de la surface latérale de la [pyramide le périmètre de sa base 
multipliée par la moitié de son apothème. 

727. C0&0LLA.11LB. Vaire de la surface courbe^ dfun cône 
droit est égale au produit de la circonférence de sa hase 
multipliée par la moitié de, sa génératrice (658> 

Cette proposition résulte également de ce qœ le développe* 
ment de la surface latérale d'un cône drmt est un secteur qui a 
pour rayon la génératrice de cette surface, et pour base un arc 
égal en longueur à la base du cône [590 et 434] (a). 



(a) On pent , au reste , démontrer cette proposition de la manière soiyante : 

Si le produit oireO A • 7 SA n'est pas la mesure de l'aire de la surAce combe Fig. S07« 
du cône SOA 9 U sera la mesure de celle d'un cène de même hauteur , mais 
d'un rayon plus grand ou plus petit que OA : car on conçoit que si ce rayon 
croit d'une manière continue depuis zéro jusqu'à l'infini, l'aire de la surface 
du cône SOA passera par ^us les états de grandeur, et qu'ainsi il y aura un 
instant où elle aura pour mesure le produit cire A • 7 SA. Soit donc A' ^OA 
la valeur correspondante de ce rayon, de sorte que 

aire SOA' = cire 0A*7 SA (i). 

J'inscris dans le plus grand des deux cônes une pyramide régulière SBCDKFG 
dont les faces ne rencontrent pas le plus petit , et Je représente par A l'aire 
de la surface latérale de cette pyramide, et par P le périmètre de sa base. 
Jicnja aurons donc (726) : 

A=P*îSI (2> 

Or on Yoit, en comparant les deux produits être OA • « SA et P . ; SI, que 
le facteur ctro OA^ Py et que le (acteur -; SA est aussi plus grand que ^ SI ; 
qu'ainsi le premier produit est plus grand que le second. Il Ikut donc que l'aire 
de la surface courbe du cône SOA' surpasse celle de la pyramide SBCDEP6 ; 
ce qui est absurde: car, si Ton prolonge l'axe SO d'une quantité S/O «SO, et 
que l'on prenne le point S' pour sommet d'un cône et d'une pyramide qui ' 
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728. ScHOL». Sî le oone était obBqae, on commenceraîl par 
le développer d'après la métbode da iramëro 591 , et Ton cakale- 
rait ensuite l'aire de ce développement* 

THSO&àlIB. 

729. L'aire de la surface courbe iPum tronc de cène 
Fig. 287. droit ABÀ'B' à hases parallèles a pour mesurt le jnroduii 

de la demi-^omme des circonférences de ses hases par sa 
génératrice , ou le produit de cette génératrice par la circan- 
férence de la section faite à égale distance de ses hases. 

Coupons, en effet, le cône par un plan S AB conduit sinrant son 
axe; par le point B menons dans ce plan sur la généraux SB 
la perpendiculaire BC égale à la circonférence OB recti£ée\ 
joignons S G , et tirons la parallèle B'C à B €• Je dis d^abord 
qu'elle sera ^le à la circonférence O'B^ En efiët kftdrai cÂr* 
conférences OB et O'B' sont proportionnelles à leurs nyons 
OB et O'B' et par conséquent aux droites SB et SB'; noms ces 
d^nières sont dans le même rapport que B€ et B'C*: donc 
«rcOB : ciVcO'B': : BC ; B'C. 

Hais les antécédens de cette proportion sont égaux : donc ks 
eonséquens le sont aussi; donc B'C'=circO'B'« Par consëquent 
le triangle SB'C est équivalent à la surface courbe du chv 
SO'Â'B' (A 19 et 727)^ et, comme le triangle &BC est aussi éqst 
valent à la surface latérale du cône SOAB, on en conclut qa» 
l'aire de la surface courbe du tronc de cône ABA'B' est égalée 
celle du trapèze BC' : donc l'aire de ce tronc a pour mesure 
^(BC + B'C')«BB', ou, ce qui revient au même, 

i (cire OB + ciVcO'B'). B B', 
conformément à l'énoncé. 



aient respectivement pour bases !e cercle OÀ.' et le polygone ÎICDBFG ,U est 
dalr qae la double sorfoce pyramidale enveloppera de tontes parts la double 
saribce conique , et sera ainsi plus grande qu'elle. Donc la tntùuX SBCDEFG 
est plus grande que la surface conique SOA' (794). Or cette absorditè est 
uoe conséquence des égalités (i) et (S> la vérité de la seconde a èlë âèmot- 
trée ; donc la i)remière est fausse ; donc il n'est pas possible que le produit 
<nrc OÀ - ï SA soit la mesure de l'aire d'un cène de même huiteut que \t 
oÔBe SOÀ , mais d'un rayon plus petit que OA. On prouverait de même qie 
ce produit ne i)eut mesurer l'aire d'un cône de même hauteur que SOA, mai 
d'un rayon x^his grand que OA : donc il est la mesure du cône SOA« 
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Si par le milieu de BV on mène ua plan À"B" paradlèle aux 
l>aseft du tronc de cône, et une parallèle B"G" à celles du tra^ 
pèze, on verra facilement que B"G"=:cKrcO"B"; et, comme le 
trapèze BG' a pour mesure B"C'*BB', on en conclut encore 
que Faire de la surface convexe du tronc de cône est égale à 
cire 0'V^'BB\ ce qui ^'accorde avec Fënoncé. 

THéoaiMB. 

730. Uaire de la surface latérale ttun prisme quelconque 
a pour mesure le produit de Punc de ses arêtes multipliée 
par le périmètre de la sbction d&oitb, c'est-à-dire de la sec- 
tioo faite dans ce prisme par un plan perpendiculaire à ses 
arêtes. 

En effet chaque côté de la section droite peut être regardé 
cosnnie la hauteur de la hce correspondante du prisme, en pre- 
nant pour bases de cette face les deux arêtes qui la limitent laté- 
ralement: donc, etc. 

731. Go&OLLAi&x. U aire de la surface coiirbe d*un<^lindre 
circulaire quelconque a pour mesure {^7V) la circonférence 
de la section droite multipliée par sa génératrice (a). 

732. L^aire de la surface courbe d'un tronc de cylindre 
circulaire droit a pour mesure la ciconférence de sa hase 
multipliée par son axe* 

Car y si l'on prolonge Taxe do tronc d'une quantité ^le à lui- 
même , et que, par son extrémité , on mène un plan parallèle à la 
iMise inférieure de ce tronc, on formera un cylindre droit que le 
plan de la base supérieure du tronc partagera en [deux parties 
superposables : donc, etc. 

LKMME. 

733. 12 aire de la Surface engendrée par la hase BG ^un Tyg- S08. 
irianffe isocèle qui tourne autour d^un axe fixe X Y, mené 

dans son plan par son sommet A, est équivalente à celle iPun 
cylindre qui aurait sa hauteur À M pour rayon ^ et pour 



(a) On peut démontrer c«tte i^voporition comme cette (k ikfi 737, en ftisant 
usage de prismes au lieu de pyramÛes , et en s'appuyant sur le principe établi 
pour la déroonatration du lemme 1 , n.^ 723. 



iv^J 
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hauteur la projection B'C de sa hase sur Vaacc d^ rtJoU* 
lion , de sorte gu*elle aura pour mesure le pr€>é£wdi/ à ia 
cireonférene dont cette hauteur est le rayon , mulc£pi£és par 
cette projection* I 

Il est clair que dans le monyement de rotation da triait^ 
ABC autour de l'axe X Y supposé extérieur à ce triangle, le tnf-^ 
pèze BG' eDgendrera un tronc de cône, de sorte que la snr^Nre 
courbe produite par BC est précisément la surfoce coorbede ce 
tronc : ain^i son aire A. a pour mesure (7^9) 

À=27.MM'-B€ (1). 

Mais 9 si l'on mène par le point G la parallèle G I à Taxe de réf> 
}ution, on formera le triangle BGI semblable à AMM'(5^: \ 
donc leurs côtés homologues nous. iojmeroDt Ja pixfpox' 
tîon (350) 

ÂM: BC : : MMf: ci ou BC' ; d'oh MM'.Bt— ïlH- WC 1 

donc ,1 en substituant dans (1), 

A=2cT.ÀW;.B'C'. 

Mais cette mesure est indépendante de la grandeur de Faa^ 
G A Y; donc elle reste la même, soit que l'axe X.Y couMâd&viec 
le côté A G, ou qu'il soit parallèle à la base BG; donc notre 
tbéorème est démontré dans tons les cas (731). 

734. GoROLiiiiRB* & ronfaît tourner un sscTBira poltcmal 
Fig. 309. RÉGVLiBE (a) OABGDË autottr de Pun AO des deux nfom 
qui le terminent^ Paire de la surface engendrée par la 
brisée ABGDE sera équivalente à celle d*un cylindre drcii 
dont son apothème est le rayon, et dont la projection de 
cette brisée sur Vaxe de révolution est la hauteur : de sorte 
qu^elle aura pour mesure la circonférence du cerde inserù 
multipliée par cette projection* 

En eflfet, en tirant les rayons OB, OG,OD, on part^^ sec- 
teur en triangles isocèles qui tournent chacun autour d^vn axe 
passant par son sommet , et il n'y a plus alors qA ré^^ter le 
raisonnem^it du n."" 726. 



(a) On appelle ainsi le secteur formé enjoignant les extrémités d'une farisre 
régulière (567) avec le centre des circoniéienceB inscrite et circonacrite à orttt 
brisée. 
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THéOEÈME. 

735, Vaire de la calotte sphérique a pour mesure le pro' 
duit de la circonférence d^un grand cercle multipliée pcrrsa 
hauteur* 

En eiïèt, si l'on fait tourner un secteur circulaire autour de 
l'un des rayons qui le limitent, sa base engendrera une calotte 
3p1iérique ; or cette base peut être regardée comme une brisée 
xëgulîère dont les côtés sont infiniment petits : donc , etc. 

Si Ton veut démontrer ce théorème indépendamment de toute 
considération infinitésimale, on supposera d^ abord que F arc 
générateur ABsoit moindre qu^un quadran, et l'on dira : Si le Fig. 5i0/. 
produit 2tOA-AG n'est pas la mesure de l'aire de la ca- 
lotte ABC, il sera la mesure de l'aire d'une calotte détachée par 
le plan B G dans une sphère d'an rayon plus grand ou plus petit 
que Q A. Supposons-le plus petit, et soit OA' ce rayon, de sorte 
que 

C£ï/A'B'C=29rOA.AC. 

J'inscris au plus grand des arcs A B et A'B' une brisée régu- 
lière dont les côtés ne rencontrent pas le plus petit, de sorte 
que la surface engendrée par cette brisée, en faisant tourner le 
secteur polygonal autour de AO, ne rencontrera pas non plus 
la calotte A'B'G. L'aire A de cette surface aura pour mesure 

(734) 

A=:2t*0M.A€. 

Or il est éWdent que le produit 2:t.O A •AG>2t*0M*A€: 
donc l'aire de la calotte A'B'G doit être plus grande que celle en- 
gendrée par la brisée ADEB, ce qui est faux : car, si, après 
aroir plié la figure le long de B G, on la fait tourner autour de 
AO , on Terra que la surface engendrée par la brisée ABa enve- 
loppera de toutes parts la surface convexe formée de la réunion 
des deux calottes égales A'B'G et a'B'G(a) ; donc sa moitié, c'est- 
à-dire la surface engendrée par ADEB, est plus grande que la 
calotte A'B'G au lieu d'être plus petite ; donc on ne pouvait pas 
supposer que le produit 2<t*0A« AGpût être la mesure de l'aire 
d'une calotte détachée par le plan BG dans une sphère dont le 



(a) C'est pour obtenir une pareille surface que nous avons d'abord supposé 
que l'arc AB était moindre qu'un quadran : car, s'O eût été pluf grand , la 
courbe A'B'a n'eût plus été convexe. 
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rayon serait plos petit que AO3 et> comme on prouTeraît de Isê 
même manière qae l'hypothèse contraire ne peut ayoîr lieu, if 
est démontré que le produit 27* OÀ • AG est la mesure de l'aire 
de la calotte ABC* 

La démonstration précédente subsistera encore si Farc AB est 
un qaadran : car Farc A'B' en sera aussi un, et la réaniba des^ 
deux calottes AVG et aVC formera une sphère , tit par consë^ 
quent une surface convexe. Donc taire de la sphère a pour 
mesure la circonférence éPun grand cercle multipliée par le 
double du rayon, c'est-à-dire par son diamètre (a); et, comme 
le diamètre est quadruple de la moitié du rayon, fl suit du 
n.^ 431 que l^aire de la sphère est quadruple de ceUc 
é^un grand cercle (&)• 

Enfin, si l'on considère une calotte GBC engendrée par un 
arc B G- plus grand qu'an quadran, on en obtiendra Yave en re- 
tranchant Faire de la calotte ABC de celle de la sphère, et Ton 
trouvera pour sa mesure la circonférence d'un grand cerdemol- 
tipliée par (AG— AC), c'est-à-dire par sa hauteur GG (c> 

736. GoROLLiiiRE I. U aire d^une zone quelconque CBILeff 
aussi égale à la circonférence d'un grand cercle muliipVutz 
par sa hauteur G K : car elle est la différence des deux calotte» 
AIK et ABG, et ainsi elle a pour mesure la circonférence d'oa 
grand cercle multipliée par (AK— AG), c'est-à-dire par GK« 

737. GoaoLLjLi&E ii« Dans une même sphère, ou dans des 
sphères égales, les aires des calottes et des zones sont pro^ 
portionneUes à leurs hauteurs. 

Tig, 290. 73g. L^aire du fuseau GNDGG est égale au quart de 



(a) Ainsi Vaire de la sphère est égale à ceUe de la êurface loMe d» 
çjrlindre circfonacrit 

(h) Ainsi Faire de la sphère eêt les y ou leê j de celle de la surface totale 
du cylindre circonscrit : car celle-ci vaut six fois celle de sa base , c'cst-â4fre 
celte d'an gtand cercle de la splière. 

(c) Si l'on observe que AB* ss 2A0 • AG , on verra que taire de la caktie 
ABC c potir mesure TJiB^, c'est-à-dire qu'elle est égale à celle d*un cercle 
4fuiapQur rayon la corde ^uisoue-fénd^on arc générateur. B*oîi U suit qoe, 
si l'on donne le nombre de degrés de cet'arc et le faj^on, on pourra cakuJec 
l'alrc de la calotte au moyen de la table des cordes. 
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ceile de la sphère multiplié par Uangle dièdre formé par 
les plans des deux demi-cir conférences qui le tcrminenU 

I>ëcriyoiis, en effet, du point G comme pôle, et avec une ou* 
Terture de compas égale à un quadran, la circonférence de 
grand cercle Fil 6 F, et il sera fisicîle de voir, en raisonnant 
comme au Txfi 131, que Vaire F du fuseau bst à celle S de la 
sphère , coHin Farc NG bst à la circonférence ON : car deux 
/useauz qui interceptent sur cette circonférence des arcs égaux, 
sont ëvidemment superposables , et ainsi 

F : S :: ng ; ciVcOn .- Soh f=s-. .^^^ ^ 

Mais au rapport de l'arc NG à la circonférence ON, on peut 
snbstituer celui da dièdre GGDN à quatre dièdres droits (632): 
donc , si l'on prend le dièdre droit pour unité , et que l'on re- 
présente par A. la mesure de €NDGG, on aura: 

F = S.-j,ouF=|.l, 

ce qu'il fallait démontrer. 

739. ScBOLiB. Si Von prend le trian^ sphérique tri" 
rectangle pour unité y l'aire de la sphère vaudra huit unités: 
de sorte que celle du fuseau deviendra F=:2à, c'est-à-dire 
qu'alors l'aire du fuseau aura pour mesure le double de 
son arufjie. 

Si l'on observe que S=: cire ON • G D , on aura : F=NG • G D. 
Ainsi l'on peut dire encore que Xaire du fuseau a pour 
mesure le produit du diamètre multiplié par Fore com^ 
pris entre ses côtés, et décrit de son sommet comme pôle. 

THéo&iMB. 

740. Uaire d^un triangle sphérique est égale à Pexcès de 
la somme de ses angles sur deux droits , en prenant pour 
unité celle du triangle trirectangle. 

Achevons, en effet, les circonférences dont les trois côtés de 

notre triangle ABC font partie, et l'on verra que les deux Fig. 20S* 

triangles ABG etBGA' composent le fuseau AGA'A; qu'ain- 

si (739) 

ABG + BGA'=:2A. 

De même ABG + ACB'=:2B. 

La somme des deux triangles A'B'G et A'B'G' £bnne le fusea» 
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GA'G'B'G; mais le triangle A'B'C est équivalent (647) à 
métrique ABC (a) : donc 

ABC + ABC =2 G. 

Si maintenant on additionne ces trois équations, on verra 
que la somme de leurs premiers membres se compose de den 
fois le triangle ABC, et des quatre triangles A.BG , BCÂ', 
ACB' et A'B'C qui composent l'hémisphère CABAV, ioqmei 
vaut quatre triangles trirectangles, c'est-à-dire quatre miéti 
donc on aura: 

2ABC^^4=2A + 2B + 2C5 
d'oh ABC=A + B + C — 2. 

Ainsi un triangle sphérique a pour mesure Fexcès de 
la somme de ses angles sur deux droits , c^est-^-direle rap^ 
port de cet excès à l'angle droit 

Exemple. QueUe est l'aire d^un triante, dont les angle* 
valent respectivement 120** 10' , 95"* et 48''? L'cxcës de la 
somme des mesures de ces angles sur celle de deux droits est 
83° 10' : ainsi il faut prendre le rapport de cet arc à la mefoiv 
d'un droit, c'est-à-dire à 90^, ce qui se fera en conyertîaBit 
ces deux nombres en minutes. On trouvera ainsi qœ le trian^ 
proposé est les ^2 = i|2 du triangle trirectangle. 

741. CoROLLAiEB. Si l'on observe que le triangle trlrectai^tf 
est le huitième de la surface sphérique , on pourra dire <|ie 
Vaire d^un triangle sphérique est égale au huitième de crile 
de la sphère multiplié par Fexcès de la somme de sef 
angtes sur deux droits. 

m 

7A2. L'aire d^un polygone sphérique dont tous les eôtéf 
sont des arcs de grand cercle , a pour mesure la somme 
de ses angles diminuée d^ autant de fois deux droits çu^Ua 
de côtés moins deux (562). 

743. CoROLLAiRB. La cAFAciTé d'un cône quelconqtte a pour 
mesure le polygone sphérique qiûil intercepte sur la surface 
de la sphère au centre de laquelle son sommet serait placé* 



{a) En efTet les trois droites AAl', BB' et CC, sont trois diamètres de U 
sphère (025, 2.o); de sorte que les deux triangles ABC et A.'B*C' aool înlcr- 
ceptés par deux trièdres dont les arêtes de 1 un sont les prolongemens de ceik* 
de Tautrc ; ils sont donc bien symétriques (554). 
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CHAPITRE V. 

DE LA COMPARAISON DES AIRES DES CORPS SEMBIABLES. 

THÉORèMB. 

744. Les aires des surfaces courbes de deux cônes droits^ 
de deux troncs de cône droits ^ de deux cylindres droits 
sBMBLABiJis , sont proportionnelles aux carrés de leurs gé- 
nératrices ou des rayons de leurs bases. 

Soient, en effet, T et T', G et G' , R et R', r et r\ les aires, 
les génératrices et les rayons des bases inférieures et supérieures 
de deux troncs de cône droits semblables. On aura (729) : 

T : T' : : (r + r) g : ^k' + r') g' . . . . (i ). 

Mais, d'après le théorème du xïfi 686, 

R:R':;r:r'::G:G'5 

par conséquent 

R + r : R' + r :: G : G' (2). 

donc, en multipliant par ordre les proportions (1) et (2), et 
simplifiant la proportion-produit , 

T : T' :: G' : G'',et partant :: R* : R'* :: r» : r'\ 

Mais les troncs deviennent des cônes ou des cylindres sai- 
Tant que r et r' sont nuls ou que r et r' sont respectivement 
égaux à R et à R' : donc le théorème est démontré. 

THiOllàMB. 

745. Les aires de deux calottes, de deux zones, de 
'deux sphères, de deux fuseaux et de deux triangles sphé-' 
riques semblâblbs sont proportionnelles aux carrés de leurs 
rayons. 

1 .0 Soient G et G', R et R', h et K les aires, les rayons et le» 
hauteurs de deux calottes semblables. On aura (735) : 

G;C:;R.fc;R'./»' (i). 

Mais il résulte du n.« 687 que les deux triangles BOG et B'O'G' Fig. sio 
sont sembkbles (3d7), et qu'ainsi 

r:r'::oc:o'C5 
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à^oii y dividendo , 

^ : ^' : : R : R' (2). 

Donc , en multipliant par ordre les proportions (1) et (2), et 
siniplî6ant, 

c : c : : R» : R'%et panant : : A' : k\ 

2.0 Cette démonstration est indépendante des hauteurs des 
deux calottes, et convient ainsi à deux hémisphères, et par ooa-> 
séquent à deux sphères. An reste il est évident que les aires de 
deox sphères sont entr'elles comme 4^R* ] 4wR'* ou * ^ R' ' R'*^ 

3«° Soient Z et Z' les aires de deux zones semblahies» et € et c, 
G' et c\ œlles des calottes semblables dont elles sont les fiffi- 
rences. On aura : 

c:c':;r':r";:c:c'; 

d'oïl 

C — couZ : C— c'ouZ' ; : R* ; R'\ 

Û.« Enfin il suit des théorèmes des n.o« 758 et 7Ût que les 
aires de deux fuseaux ou de deux triangles sphérîques semblabV» 
sont proportionnelles à celles des sphères dont ils font partie, 
et le sont par conséquent aux carrés de leurs rayons. 

746. Les aires de deux corps semblables quelconques 
sont proportionnelles aux carrés de leurs lignes homo'- 
logues. 

Si les deux corps sont des polyèdres, il n'y aura qu'à comparer 
chaque face de Pun avec la face semblable de l'autre, comme on 
l'a fait au nfi 458 pour les triangles semblables dans lesquels on 
avait décomposé les deux polygones proposés. 

Si les corps sont terminés par des surfaces courbes , on peut 
concevoir qu'on les ait placés de manière qu'ils aient le même 
centre de similitude, puis qu'après avoir partagé la surface da 
premier en triangles curvilignes, on ait conduit des plans p^rie 
centre de similitude et par chaque côté. Alors , si l'on mèoc des 
plans par les sommets de tous ces triangles, on aura inscrit 
deux polyèdres semblables dans les deux corps, et les aires de 
ces polyèdres seront proportionnelles aux carrés de leurs arèlcs 
homologues, et par conséquent aux carrés de leurs rayons vec- 
teurs homologues. Mais ceci est vrai quel que soit le nombre 
dea faces des deux polyèdres, et par conséquent lorsque ce 
nombre est infini, auquel cas on retombe sur les deux corps 
proposés. 
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DE LA MESURE DES VOLUVES. 

74l7. Li TOLVMB d^un corps est la portion de V espace reni 
fermée par la surface de ce corps. Pour mesurer ce yolume, 
on le compare à un autre que l'on prend pour unitë. 'Nous 
prendrons désormais pour unité de volume celui du cube 
€iont r arête est égale à Vunité linéaire , de sorte que la 
mesure du volume d'un corps sera le rapport de son 
'volume à celui du cube qui a pour côté Vunité de longueur. 

7^8. Les volumes de deux parallélipipèdes rectan^es 
AC e<FI (a) de même base sont proportionnels à leurs hau- Ffe. ZiU 
teurs AD et FK. 

B^pëtez la démonstration même du n.o 409, en menant, par 
les points de dWision des hauteurs, des plans parallèles aux 
bases* 

THioaiMB. 

7â9« Les volumes de deux parallélipipèdes reetan^es de 
même hauteur sont proportionnels à leurs bases. 

Désignons, en effet , par P et P' les volumes de deux parallë-* 
lipipèdes , par e et /, par e' et /', les deux côtes contigus de leurs ' 

bases respectives. Construisons un troisième parallëlipipède 
rectangle P" de même hauteur h que les deux premiers, et qui 
ait en outre même épaisseur e que le premier, et même largeur 
t que le second. Cela posé , si l'on compare les deux paralléli- 
pipèdes P et P'', et qu'on prenne pour hase la face qui, dans 
chacun , a pour côtés contigus e et A, on verra que / et Z' seront 
alors leurs hauteurs, et qu'ainsi (748) 

p:p"::/;r. 

La comparaison du second parallélipipède avec le troisième 
donnera de même : 

i*":P'::c:e'. 



(a) Désormais nous conviendrons^ pour abréger, de désigner un paralleiip»- 
p^ par deuj^ lettres opposées. 



1 
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Donc y ea multipliant ces deux proportions par ordre , et saf- 
primant le £aicteur P" commun aux deux termes du presêr 
rapport , 

P:P::/.e:r-e/ 

ce qui démontre notre théorème (41 2]« 

THÉORÂMB* 

750. Les volumes de deux par ailé Hpipèdes reetan§Us 
sont proportionnels aux produits de leurs bases par leurs 
hauteurs. 

Même démonstration qu'au n.<> 411. 

751. I^e volume d'un paraUélipipède rectan^ a pour' 
mesure le produit de sa base par sa hauteur* 

Désignons, en effet, par P le volume du paraUdîpîpMe â 
mesurer, par B l'aire de sa base , et par h sa hauteur; par G k 
▼olume du cube que l'on prend pour unité : sa base sera émc 
égale à l'unité de surface, et sa hauteur à Paoité Unéûit; 
donc, etc. (Voyez le n.o lii2), 

752. La vérité de cette proposition devient ëvidente ï Tins- 
pection seule de la figure , lorsque les longueurs des dimcDsiojB 
du rectangle sont dés nombres entiers. Mais il est aussi &câSd 
de s'en assurer lorsqu'elles sont fractionnaires ; car, soît lep^ 

Fig. 512. rallélipipède CE, dont les trois arêtes valent respectiremei: 
^m a ^ 3*° 4 ^^ "^ 4* ^^^ ^^ points de division de chaque arête je 
mène des plans parallèles à celui des deux autres, ce qoî part^ 
notre volume en mètres cubes et en parties de mètres cub^ 
Le paraUélipipède H M est les f d'un mètre cube (7^8) .-dent* 
la tranche lÀBH vaut 4"* f 5 donc lABK égale ^-'f- J^ ^y 
puisque KC=:f", la tranche LKCD est le tiers de UBE, et 
vaut ainsi 4""f . ^, de sorte que IABCD=a*'-'f • 3{, et par 
conséquent OABGD = 4" 'f • 3 f . 2. Mais , puisque EO rr:^" , 
on voit que la tranche OGEF est lesj de lABCD, et ^aut 
ainsi 4°"*° 1*^3*4) ^^^^ ^^^^ ^^ parallélipîpèAe EC vmot 
4"«|.3^«2f 

753. GoROLLiLi&E. Si l'on observe que l'aire de la base est 
égale au produit de ses deux arêtes contiguës, on en condun 
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ifoe h volume d'un paraUélipipède rectangle a pour mesure 
le produit de ses trois dimensions. 

THiOEiHB. 

754. Le volume d^un cube a pour mesure la troisième 
puissance de son arête» 

En effet, le cabe étant un parallëlîpipède rectangle dont les 
trois arêtes sont égales y son volume aura pour mesure la troH 
sîëme puissance de Pune d'elles (ay 

755. CoacLLÀiEB. En France, où Fanité linéaire est le mètre, 
l'unité de volume est le mâtee gubb. Cette unité se subdivise 
en mille décimètres cubes ^ le décimètre cube vaut mille 
centimètres cubes , et le centimètre cube vaut mille ndlli^ 
mètres cubes : ainsi, pour convertir un nombre quelconque. de 
mètres cubes en DiciMÀTi^Ks cubes, ou en CBMTiHàTEBS cubes, ou 
en MiLLiMèTEES CUBES , i7 suffit d* avancer la. virgule de teois, 
ou de SIX, ou de rbuf rangs vers la droite. 

Autrefois Punité de volume était la toise cube, laquelle 
valait 216 pieds cubes. Le pied cube se composait de 1728 
pouces cubes, et le pouce cube de 1728 lignes cubes. 

Lorsque les dimensions d'un paraUélipipède rectangle sont 
exprimées en toises et fractions de toise, ce qu'il j a de mieux 
à faire est de convertir chacune d'elles en unités du dernier 
ordre. Proposons-nous, par exemple , de trouyer le côté d'an 
cube équivalent à un paraUélipipède rectangle dont les trois 
arêtes contîguës vaudraient respectivement 2' 3', 5', et 4' 5': on 
réduira ces trois nombres en ponces, et, en multipliant les ré- 
sultats entre eux, on trouvera que le volume du cube équivaut à 
20606AO pouces cubes (b) ^ de sorte qu'en extrayant la racine 
cubique du nombre abstrait 20606/iiO,, on aura la longueur de 
son arête. On trouve pour sa valeur 127**=! * ft' 7^. 



(a) Ainsi, lorsque Too forme la trofaîéme puissance d'un nombre, on exécute 
PopÉratioa nécessaire pour évaluer le volume du cube dont l'arête contie»* 
draît ce nombre-là d'unités linéaires. C'est pour cela que l'on a appelé cube 
d'un nombre la troisième puissance de ce nombre. 

(6) Si l'on veut évaluer ce volume en toises cubes et en pieds cubes, on dl< 
irisera le nombre 3060640 par 1 728 , puis le quotient par SI 6, et l'on trouvera 

5*^IU^'864P«- 

23 
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TBÉORiMB. 

Fîg. 512. 7^- '^^'^ paraUélipipêdes A G et A M sont équîs^alens 
lorsq^Us ont une face commune À€,et que lesfaces opposées 
à celle-ci EG et KM sont situées dans un même plan et com- 
prises entre les mêmes parallèles EL et IM. 

EnàSfet le prisme trîangalaire EARIDNestégalàFBLGCM: 
ear le parallélogramme AI est égal à BG, comme îaxx& opposées 
da même parallélipîpède A G (664); par la même raison ^ AN est 
égal à B M ; de plus le triaDgle E AK est égal à FBL, comme ayant 
UD angle égal (88) compris entre côtés égaux (223) : donc ks 
prismes EAKIDN et FBLGGM ont nn angle trièdre compris eoCns 
trois faces égales chacune à chacune, et semhlablemenf dispo^ 
sées^ donc ils sont égaux (075). Maïs, si l'on retramche/e premier 
du poljèdrc ABCDELMI, il reste le parallélipîpède AG; él,si 
Ton retranche le second prisme du même poljèdre, ilrestele 
parallélipîpède A M : donc ces deux paraUélipipêdes sont éqav 
valens. 

TBioaixs. 

Fîff. 513* 757. Deux paraUélipipêdes AG et klSL de même baseti 
de même hauteur sont équîualens. 

En effet, puisque ces paraUélipipêdes ont la même Base Inië- 
rieure et la même hauteur, leurs hases supérieures EG et Kl 
doivent se trouver dans un même plan. Si donc on prolonge J^ 
plans des faces AI et D G du premier, ainsi que les plans des 
faces AL et B M du second, on formera un troisième parallé- 
lipîpède AR (663), qui sera équivalent à chacun des deux autres 
AG et AM : car Qs ont tous trois la face commune ACj et 
les faces opposées à celle-cî PB et EG, PB et KM, sont situées 
dans le même plan, et cofnprises entre les mêmes parallèles /^f 
et G S, PL et QM : donc les deux paraUélipipêdes ACetAM 
sont équivalens. 

THBOllâMB. 

Fiç. 512. ^58. Thut parallélipîpède peut être transformé en un 
parallélipîpède rectangle de base équivalerite et de même 
hauteur» 

Soit ABFE la base du paraltélipipèdc proposé. Menons par 
chacan des cotés de ce parallélogramme des plans perpendico- 
laires à son plan* L'espace AG, compris entre eux et les plans 



* 
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des bases du parallélîpipède proposé^ sera un paraUëlipipUe 
droit (535) qui lui sera ëquÎTalent (7^7). Si donc la base kV 
était un rectâDgle , le théorème serait démontre. S'il n'en est 
pas ainsi, menez aux points A et B les perpendiculaires AK et 
BL terminées an prolongement de E F , puis conduises des plans 
pai* les droites AD et A K, BC et BL, et vous formerez ainsi un 
pârallélipipède rectangle A M (666) équivalent auparallélipipède 
proposé (756) , qui aura même hauteur AD que lui, et une base 
AL équivalente à la sienne AF (234). 

739. CoRObitAiRs* Le volume d^un pârallélipipède quel^ 
conque a pour mesure le produit de ta base par sa hau* 
ieur (7âl> 

760«, Tout prisme triangulaire est la moitié d'un parai' 
lélipipède de hase double et de même hauteur. 

Soit ABGDF G le prisme proposé. Je mène par les arêtes BF Kg. 5i 4. 
et G G des plans parallèles à ses faces respectives AGet AF, et 
je forme ainsi un pârallélipipède AK, que le plan G F partage 
en deux prismes triangulaires ABGDFG et BGIGFK (a) :donc» 
en démontrant qu'ils sont équivalens, j'aurai prouvé que le pre- 
mier est la moitié du pârallélipipède AK. Pour y panenir, je 
prends sur le prolongement del'arète AD une longueur A'D'z=: AD, 
pois je mène par les points D' et A' deux plans perpendicnlaires 
à octte arête, et l'espace compris entre eux et les plans des fiices 
latérales du pârallélipipède AK, sera un pârallélipipède droit 
A'K', que le plan G F partagera en deux prismes droits égaux (67â). 
Or je dis que chacun d'eux est équivalent au prisme oblique cor- 
respondant : car, si l'on porte le tronc de prisme A'B'G'ABG sur 
B'F'G'DFG, on pouiTa évidemment faire coïncider leurs bases 
inférieures A'B'G' et D'F'G', et alors leurs arêtes latérales coïn-* 
éidcroht aussi (489); mais, puisque A'D'=:AD, on voit que 
AA'=:DD' : donc le point A tombera sur D; il en sera de même 
des sommets G et B à l'égard de leurs homologues G et F, de 
sorte que les deux poljèdres A'B'C'ABC et B'F'G'DFG se recou- 
YTÎront parfaitement : donc ils sont égaux; mais, si de chacun 
d'eux on retranche le tronc de prisme D'F'G'ABC, il restera 



(a) Ces prismes sont sYKSTRifiUBS par rapport an contre dti paraiiélipipèda 
(604 et 797.) 
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d'âne part le prisme droit A'B'G'O'P'G', et de l'autre le prisme 
oblkpe ÂBGDFG : donc ils sont ëqiiivalens. Il en estévîden- 
ment de même de B'GTG'F'K' etdeBCIGFK: dooc'enCn les 
deox prismes ÂBGOFG et BGIGFK sont ëqoîvBlens; donc 
cbacand'eoxest la moitié dn paraUëlîpipède ÀK debase double 
et de même haotenr. 

761* Corollaire i. Le volume de tout prisme triangulaire 
a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur. 

En efiet , un prisme triangolaire quelconque étant la moitié d'un 
parallélipîpède de base double et de même bauteur^son volume 
aura pour mesure b moitié de la base de ce ptrallélîpipède 
multipliée par sa bauteur, c^est-à-dire le produit même de sa 
base par sa bauteur, 

762. GoROLLirRE ir. Le volume cPun prisme polygonal 
quelconque a pour mesure le produit de sa hase par sa hou- 
Fig. 800. teur r car , si l'on partage la base ÂBGDE en triangles pm te 
diagonales y et que par ces lignes et les arêtes auxquelles dlcs 
aboutissent on mène des plans , on partagera le prisme AI en 
prismes triangulaires qui auront même hauteur que ce prisitt, 
et donc cbacun aura pour mesure le produit du triangle om loi 
sert de base multiplié par cette hauteur. Dans l'addition de oa 
tolumes partiek on pourra mettre la hauteur en facteun coib- 
mun, et alors on trouvera, pour l'expression du volume deniaiid4 
k somme des triangles qui composent la base du prisn^e AI, 
-'--* A J2^ jj^^^ ]jugg multipliée par sa hauteur. 



763. GoROLLiiRB III. Le volume d^un cylindre quelconque 
a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur (67 1^ 
On peut aussi le démontrer directement en imitant la démons- 
tration du n.o. 727, (a). 

Exemple. Quelle est la mesure de l'efiEbrt exeix^ sur lepiaxL 
d'une machine à vapeur, en supposant que le diamèlie de ce 
piston soit 5 décimètres , et que l'on travaille sous une pression de 
3 atmosphères? L'aire du piston est 4 25^•"■'.3,142=19^"^64. 
Mais la pression atmosphérique est égale au poids d'une colonne 
d'eau de 10°*,4 de hauteur : donc l'effort exercé sur le piston est le 
poids d'une colonne d'eau dont le volume est ( 1 9,6^ • 1 0,4 • S)**"**, 
c'est-à-dire qu'il est égal à 612*-",69. 

769. GoROLLAi&B rv. Le volume d^un tronc de tylindre 
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-^rculaire droit a pour mesure le produit de sa hase par 
son aœe (732). 

765» Deux tétraèdres S ABC et s abc qui ont des hases 
équii^atentes et des hauteurs égales SO et so , sont équiva-^ 
lens* 

Supposons, en efifet, que les deux tétraèdres ne soient pas 
ëqaîvalens, et que le volume du premier smt le plus grand. On 
pourra toujours construire sur sa base ÂBG un psisme ëquÎTà- 
lent à la différence des deux volumes : car il suffira, pour ayoir 
sa hauteur OG , de diviser cette dif^rence parla moitié de l'aire 
du triangle ABG (761). Gela posé, partageons la hauteur SO en 
parties ^ales et plus petites que G, de sorte qu'il tombera au 
moins un point de division 1 entre et G; puis^ après avoir 
placé les baaea des deux tétraèdres sur un même plan, menpps 
par tons les pointe I, K, L, des plans parallèles à celui-ci. Les 
tëtraèdre&seront ainsi partagés en trancbes de même hauteur, et 
dont les bases seront équivalentes chacune à chacune (662). Con- 
duisons actuellement par chacun des côtés B G, B'G', B"G", Bf "C", 
des plans BE', B'E", B'^E'", B'"E'% paraUèles à l'arête SA', et 
par les cétés Vc\ b"c", b'"c'\ des plans Ve, V'e, fc"c", parat- 
lèles à l'arête sa; et, de plus, par le sommet S du premier té- 
traèdre menons un plan parallèle à sa base (a). Nous formerons 
ainsi deux séries de prismes, les uns plus grands, les autres plus 
petka que les tranches pyramidales qui leur correspondent, de 
sorte que la différence entre la somme des prismes circcmscrils 
aux tranches du premier tétraèdre et celle des prismes inscrits 
aux tranches du deuxième surpassera la différence de ces deux 
tétraèdres. Mais la diffîrence de ces deux sommes de prismes est 
le prisme ABG E' : car tous les prismes circonscrite sont, à partir 
du deuxième A'B'G'E", éqnivalens aux prismes inscrits, comme 
ayant des bases équivalentes et des hauteurs égales chacune à 
chacune : donc le prisme ABGE' doit être plus grand que le 
prisme équivalent à la diffâience des deux tétraèdres, ce qui ne 
se peut; car ils.ont la même base ABG, et la hauteur 01 du pre- 



(a) Les tnces du plan BE' sur les £u:cs du dièdre SA se construisent en 
tirant par les poinU Bet G des parallèles BD' et CE' à SA, terminées aux 
prolongemeDS de A'B' et de A'C, et la droite D'E' est sa trace sur le pl«n 
ABC. 
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mîer esl mokidre que celle OG du deuxième* Bmic on né poo- 
vait pas supposer que les deux tétraèdres S ABC et sahciïe 
fassent pas ^oiralens: donc fls le sont (a). 

766« Un tronc de prisme triangulaire est la somme de 
Fig. S16. trois tétraèdres de même base DEF que lui, et dont iessom^ 
mets sont ceux À, B^ G, de sa base supérieure* 

Menons, en eftt, par le pomt A et l'arête FE, un plan dont 
les traces sor les itices CD et BD seront les droites ÂF et AB. 
Noos retrancherons du tronc le tétraèdre ÂFDB, dont la basé 
est celle même du tronc , et qui a pour sommet Pan de cexuA dé 
la kose supérieure» Il restera alors une pyramide quadru^s/aire 
ABCFE que l'on partagera en deux tétraèdres ACFEet ACBE 
en ârisaat passer par ses arêtes AC et AE un plan qm coiiper% 
salMise suivant CE. On peut substituer au premier le tétraèdre 
CDFE : car ils ont la même base CFE et même banteur, 
puisque leurs sommets A et sont situes sur une paraU^ AB 
au pian de cette base (502) ; mais on peut regarder ce tétraèdre 
CDFE comme ayant pour hase celle même BFE du tronc, «jt 
pour sommet celui G de sa base supérieure: qîqsî il satisfiil 
encore aux conditions de l'énoncé. 

n ne s'agit donc plus que de prouver que le troisième if^ 
traèdre AGBE est équivalent au tétraèdre BDFE qui a poor 
hbae le triangle DFE, et pour sommet le troisième sommet B de 
la base supérieure du tronc. Or la chose est manifeste : car, si 
l'on considère BDFE comme ayant pour base le triangle BFB» 
et pour sommet le point D, on reconnaîtra que sa base est égoi- 
valente à celle de AGBE(236), et qu'il a même hauteur qus 
lui , puisque leurs sommets D et A sont sur une parallèle au plaa 
de ces bases. 



(a) On peut encore démontrer ce théorème de la manière witanle ; 

Supposons qu'après avoir posé les bases des deux tctraèdMS sur un mènic 
plan , on divise la hauteur SO en une infinité de parties égales , et qu'on mcnc 
ensuite par tous les points de division des plans parallèles à cébù des tnscL 
Les deux tétraèdres seront ainsi partagés en une infinité de tranches que Ton 
pourra évidemment regarder comme des prismes triangulaires. Vais ces pr»mes 
ont deux à deux des bases équivalentes (062) et des hauteurs égales : donc Ik 
sont équivalens; donc il en est de même des deux tétraèdres^ puisqu'ils 
ainsi composés de parties équivalentes chacune à chacune. 
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767« Go&O'i.iiAiviB I. Goiume cette déinonstratioD est tout'è-faît 
iodëpeadaiite de l'inclinaison mutuelle des plans ÀB€et]>£F9 
oa voit qu'elle convient au cas où ces plans sont parallèles, 
c'eftt-à<dire au cas où le polyèdre ABGDEF est un prisme» 
Mais alors les trois tétraèdres dont il est la somme sont équipa** 
]ens(765): donc il esttripte de chacun d'eux; donc un tétraèdre 
est le tiers d!un prisme de même hase et de même hauteur, et, 
par conséquent, son volume a pour mesure le tiers du pro* 
duit de sa hase par sa hauteur. 

768. €oROLLÀiRB ir« Le volume d^une pyramide queU 
conque a pour mesure le tiers du produit de sa hase par sa 
hauteur. (Répéter ici le raisonnement du n.<> 762). 

769. GoEOLLAiRB iii. Deux pyramides symétriques sont 
équivalentes : car, en prenant le plan de la base de l'une poor 
plan de symétrie , il devient alors évident qu'elles oui des haur 
teurs égales. 

770. GoROLLAïKi iT. Le volume d^un côae quelconque a 
pour mesure le produit de sa base par sa hauteur (658). 

771. GoROLLAïaK T. Le volume tfun tronc de prisme 
triangulaire a pour mesure le produit de sa hase inférieure 
par le tiers de la somme des trois perpendiculaires abaissées 
sur cette hase des sommets de Vautre, On le reconnaît en ad- 
ditionnant les Tol unies des trois tétraèdres qui le composent, et 
mettant la base en JBacteur commun. 

THiORillB. 

I 

772. Un tronc de pyramide à pases parallèles est la 
somme de trois pyramides de même hauteur que luij et dont 
les bases respectives seraient les deux bases du tronc et une 
moyenne proportionnelle entre ces deux hases* 

Soit TGHIKL une pyramide quelconque. Transformons sa pig. 317. 
base en un triangle D£F, et construisons sur ce triangle un 
tétraèdre de même hauteur que la pyramide. Alors ^ si, ayant 
placé les deux bases sur uu même plan , on coupe les deux po- 
lyèdres par un plan parallèle à celui-là, on déterminera deux 
sections MNOPQ et ABC qui seront équivalentes : car elles 
sont proportionnelles aux bases. Les deux pyramides retran- 
chées sont donc équivalentes, puisqu'elles ojat même hauteur et 



3A1I DE LA IIBiUEK DKS TÔLVHBS» 

des bases ëquiyalentes. Mais les pyl^amiâes totales le sont 
aossi par la même raison: donc les deux troncs MmtëqaWaleos 7 
et, comme ils ont même hauteur et des bases ëquindeates, 
on Toit que, si l'on peut démontrer le théorème pour le tronc 
de i^amîde triangulaire, il le sera aussi pour le trône de pyra- 
mide polygonale. 

Menons un plan par le point A et l'arête FB, et nous retran^ 
cherons du tronc ABGDBF le tétraèdre àDFEqû apourbase 
la hase inférieure du tronc et même hauteur que lui, pûaqiie 
son sonunet À est un de ceux de la hase supérieure II restera 
alors la pyramide quadrangnlaire ABGFR, que l'on partagiera 
en deux tétraèdres ÀGFB et ABGE, en faisant passer no plaa 
par ses arêtes AG et AE. Le second a pour hase la hasestqfé- 
rieure du tronc, et même hauteur que lui, puisquesonsoDunet £ 
est mi de ceux de la hase inférieure : ainsi nous ayons i£^ desx 
des trois pyramides dont il s'agît* 

Or, si l'on prend F G=G A, et que par le point G et la droile^B 
on mène un plan dont les traces sur les faces SFD et FDE seront 
G G et GE , on formera un tétraèdre G FGE, que l'on pourrasoltf- 
tituar au troisième tétraèdre AGFB : car ik ont la même hase 
GFE, et leurs sommets G et A sont situés sur une parallèle a& 
plan de cette hase. Mais, en prenant le point G pour sommet àc 
GFGE , ce tétraèdre a même hauteur que le tronc : st donc os 
peut prouTcr que sa hase FGE est moyenne proportioanelk 
entre celles de ce tronc, le théorème sera démontré. Pour b 
feire Yoir, )e prends FI=GB, et je joins GI, ce qui forme le 
triangle F Glégal à ABG(1 99). Or les deux triangles F GI et F GK 
ont leurs hases FI et F B en ligne droite, et leurs sommets ao 
même point G: donc ils ont même hauteur; donc ils sont entrVnx 
comme leurs hases (420); donc 

FGI ou ABG : FGE : : FI ou BG : FE. 
La comparaison des triangles FGE et FDE donne semMsUe- 
ment: 

FGE : FDE : : FG ou AG : FD. 

' Mais les triangles semhlahles (548) A B G et F D E ont Vears c&tés 
homologues proportionnels : ainsi le rapport de BG à FE est 
égal à œlni de AG à FD; donc, les seconds rapports de nos 
dieux proportions étant égaux , les premiers le sont aussi, et l'on a 
par conséquent : 

abg:fge:;fgb:fde^ 
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oe qai prouve que le triangle FGE est moyen proportionnel 
entre les deux bases du tronc, et achère, par conséquent , de 
démontrer notre théorème. 

773. GoROLLAïAB I. Le volume â^un tronc de pyramide à 
bases parallèles a pour mesure le produit de sa hauteur 
par la somme faite de ses deux hases et de leur moyenne 
proportionnelle» 

77a» Co&OLLAiM II. Vn tronc de cône à hases parallèles 
est la somme de trois cônes de même hauteur que lui, et 
dont les hases respectives seraient les hases mêmes du tronc et 
une moyenne proportionnelle entre ces deux bases : car 
notre démonstration est indépendante de la figure de la base de 
la pyramide , et conyient ainsi au cas où cette base serait une 
courbe quelconque* 

Si le tronc de cône est circulaire , et qu'on désigne par & sa 
hauteur, par R et par r lea rayons de ses bases, on trouvera 
facilement que la mesure de son volume a poiu* expression : 

îrrfc(R' + r» + Rr). 

Ainsi le volume d*un tronc de cône circulaire à hases pa- 
rallèles a pour mesure le tiers du produit du rapport de 
la circonférence au diamètre multiplié par sa hauteur^ et en- 
core par la somme faite des carrés des rayons de ses hases 
et de leur produit» 

Premier exemple. Mesurer le volume d^une portion de 
mur en tour ronde , connaissant le rayon intérieur de la 
tour, P épaisseur du talus , la hauteur du mur etlenomhre 
de degrés de Parc* Ce volume est évidemment la différence de 
ceux de deux secteurs semblables de cône tronqué et de cylindre: 
ainsi il n'y aura qu'à évaluer les volumes de ces deux corps, en 
prendre la différence, ce qui donnera la mesure Y de l'anneau 
compris entre leurs surfaces, et l'on aura enfin le volume de- 
mandé V par la proportion SfiC* l n^ Il Y ; v» 

Deuxième exemple. Mesurer la capacité d*un tonneau. 

Si Ton suppose que l'on ait divisé l'axe du tonneau en quatre 
parties égales, et mené par les points ainsi déterminés des plans 
perpendiculaires à cet axe, on aura partagé le tonneau en 
quatre parties que l'on pourra, à fort peu près , regarder comme 
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des troncs de cône; de sorte qu'en les évaluant d'après la régit 
précédente, on aura résolu la questkm (d). 



PBOBLEXB. 



775. Evaluer le %\olume tPun tronc de pyramide dont 
les bases ne sont point parallèles. 

La question revient évidemment à déterminer les hauteurs 
de la pyramide totale et de la pyramide retrancbée. Pour dé* 
Fig. 5f7. terminer œlle de la première, je &is aux points G et H deux 
angles égaux à QGHetàMlIG, puis du sommet du triangle 
réstdtant f abaisse sur G H la perpendiculaire indéfinie T'RO. 
Alors, si l'on rabat ce triangle sur T GH, le point T' ira se placer 
sur T^ de sorte que les deux droites TR et RO détermineront 
un plan perpendiculaire à la base de la pyramide : donc le pied 
de sa hauteur se trouvera sur T'RO ; donc si Von Sûl aussi aux 
points H et I des angles égaux à MUI et à NIH, et cpe du 
point T" on abaisse une perpendiculaire T"S sur HI, le pwi 
de la hauteur de la pyramide devra aussi se trouver sur le pro- 
longement de cette droite ; donc il sera le point O» On connaîtra 
donc dans le triangle rectangle TRO l'hypothénuse TR = *tlL 
et le côté RO : donc il sera facile de déterminer TO. Une cons- 
truction semblable fera connaître la hauleur de la petite pj- 
ramide. 

THÉO&iME. 

776. Le volume d^un tronc de paraUélipipède a pour me- 
sure le produit de sa base inférieure par le quart de U 

(a) On a trouvé <pe le niyon de Ihme des sectioat inl6rraééiaiEes vdiJI à 

2ft+r 
trèt-peu près — = — , en désignant par R et r les rayons du bouge et au fin^ 

5 
Alors, si l'on appelle / la longueur du tonneau, on trouvera îikcfiiaDentf poat 

expression de sa capadté, 2-. (JS R» 4. 17Rr + U r'), formule qui don- 
nera très -exactement la capacité du tonneau, en augmentant le résultat 
trouvé de ses deux c€ntième§, 

llemarquons que l'application de cette formule n'exigera i|ue Va sevAe me- 
sure de r : car la longueur intérieure d*un tonneau , le diamètre du bouge et 
odui du fond , sont dans le rapport des ncnnbres 21 , 1S et 1 6. Si donc 00 a 
trouTé que SrssO<*,ASS, on en conclura, par de siosplci pioportîoDs, que 
2 R = 0",dOO , ci que / =^ 0,572. TdJes sont les dimensions de IhcctolUxe; et , 
en eflët , en substituant dans la formule, et faisant la correction indiquée , on 
troure juste cent décimètres cubes, c'est-à-dire cent Btres. 
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somme des perpendiculaires abaissées sur cette hase des 
sommets de Vautre* 

Daignons par a^h^ c , dy\e% perpendiculaires abaissées des 
sommets respectifs A , B , G , D, de la base supëricnre sur la base Fîg. sis. 
inférieure, et représentons l'aire de celle-ci par B. Gela pose, 
si nous menons nn plan par les deux arêtes opposées AE et 
G G, noQs decomposeroDS ie tronc de parallëlipipède en deux 
prismes triangulaires tronques dont les mesures seront respec- 
tivement 

B a+h+c ^B a+c+d 
— • .1 , et — • X • 

2 3 2 3 

si nous conduisons de même un plan par les deux arêtes 
BF etl^H, nous décomposerons notre tronc en deux nouveaux 
prismes tronqués dont les volumes auront pour mesures 

B a-lr b + d B b+ c + d 

2 5 «^â 3 

SI nous ajoutons ces quatre produits, nous aurons évidemment 

le double du volume Y du tronc de parallëlipipède : donc , en 

B 
mettant ^ en facteur commun , il viendra 

2 

2V=5crt+ *+ c + d)i 

car chacune des perpendiculaires a, h, c, ^, est repétée trois 
fois. Divisant par 2, on aura enfin 

B , , a + ^+ c + d 
V = J(a + fc + c+rf),ouV=B j^ ' , 

ce qu'il fallait démontrer* 

PROBLàHB. 

777. Calculer le volume d^un polyèdre quelconque. 

Il n'y aura qu'à décomposer ce polyèdre en pyramides, et 
évaluer le volume de chacone d'elles* 

Mais la nature du polyèdre proposé fournit souvent des 
moyens plus simples d'en obtenir le volume* Supposons, par 
exemple , qu'on demande le volume de deux murs en talus ter- 
minés cbacun par un plan perpendiculaire à sa direction , et 
soient ABCBEF et A'B'G'D'Ë'F' les plans inférieur et supérieur Fig. Sf9. 
de ces murs. Le plan EBE'B' partage le volume demandé en 
deux troncs de prisme droits FG'EB' et DA'BB', faciles à me-> 
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snrer en les déoomposaDt en troncs de prisme tmugnlafres 
Bo désignant par a , b,a,V, c, c' etfcles arêtes BC, EF,B'C', 
E'F', G Fy G* F' et F F', on trouvera ponr le premier tronc FG'KB* ; 

Si l'on suppose qne ce volnme soît symétrique par rapport 
à on plan perpendiculaire sur le milieu de BG, cette formule 
deviendra 

V = g { c'(2a' + a) + c(2a + a')l. 

Si c =0, elle se réduit à V = ^(2a + a'), 
formules qui serviront à calculer les capacités des Ufsséu 

778. Le corps engendré par la révolution d'un trianfjle 
autour d'un axe mené dans son plan et par son sommet^ 
est équivalent à une pyramide de même hauteur que c^ 
triangle , et dont Paire de ta hase serait égale à celle de 
la surface engendrée par la base de ce même trianfjut , 
de sorte que le volume du corps dont il s*agit a pour nut- 
sure le produit de Paire engendrée par ht hase du trian^ 
multipliée par le tiers de \sa hauteur» 

Il peut arriver Crois cas, suivant que l'axe die révolution coîs- 
cidera a?ec un des cotés du triangle, qu'il rencontrera sa base, 
ou qu'il lui sçra parallèle : 

t.<> Supposons que le triangle ÂBG tourne autour de soi 
rig. «JO. côté AG : il est clair que le volume V qu'il engendrera sera h 
somme des cônes produits par la rotation des triangles ÂBB' et 
BGB' ; mais , comme ils ont la même base , on voit que la sominr 
de leurs volumes est égale au tiers du produit de cette hâsepar 
la somme de leurs hauteurs AB' et B'G : donc 

V = }^BB''. AG. 
Or laire A de la surfece engendrée par BG a pour me- 
sure A= 7 BB • BG ; d'un antre côté la similitude de» Uiangles 
AMG et BGB' (547) donne la proportion 

AM : BB :: ag : bg; doù bb' .ag=bg . am-, 

et, par conséquent, en multipliant les deux membres de cette 
dernière ^alité par ^ /jr BB', 

1 T BB' * • A G £= j T B B' . B G • A M. 
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Vais le premier membre de cette équation est la mesm« da 
Tolame cherche V, le produit ^ BB' . BC est celle de l'aire A 
engendrée par BC5 donc nous aurons enfin, en remplaçant: 

y=| A . AM, ou V= A. ^AM, 
conformément à l'énoncé (768). 

2.0 Supposons maintenant qu'il s'agisse du triangle ABD 
tonmant autour de A G. Le volume demandé sera alors k diffé- 
rence desTolnmes engendrés par les triangles ABC et AD G; et, 
comme chacun a pour mesure le produit de l'aire de la surface 
décrite par sa base, multipliée par le tiers de la hauteur com- 
mune A M, on voit que la mesure que l'on cherche est encore 
égale à la différence des aires de ces deux surfaces, c'est-à-dire à 
l'aire engendrée par BD, multipliée par le tiers de A M. 

3.0 Les cônes engendrés par les triangles BAB' et D AD' sont Fig. 521. 
les tiers respectifs des cylindres AMBB' et AMDD' : donc leur 
somme est le tiers du cylindre BDB'B', et, par conséquent, le 
volume engendré par le triangle ABD est les deux tiers de celui 
de ce cylindre; ainsi 

V=fTlM*.BD=2^AM.BDXfAM. 

Mais 2^7 AM«BD est la mesure de l'aire A de la surface cylin- 
drique engendrée par BD: donc encore 

V:=A.iAM; 

779. GoEOLLAns. Le volume\ engendré par la révolution 
d'un secteur polygonal régulier autour d!un des rayons €fui 
le terminent^ a pour mesure Faire de la surface engendrée 
par sa hase multipliée par le tiers de son apothème (734), 

780. Le volume iFun secteur sphérique a pour mesure le 
produit de la calotte qui lui sert de hase multipliée par le 
tiers du rayon. 

On peut, en effet, regarder cette calotte comme une portion 
de surface polyédrale dont les faces seraient infiniment petites; 
de sorte qu'en menant des plans par le centre de la sphère et 
par chacune des arêtes de cette surface, on décomposera le sec- 
teur sphérique en une infinité de pyramides qui auront pour 
hauteur commune le rayon de la sphère, etc. 

Si l'on ne veut pas s'appuyer sur la méthode infinit^imale, 



1 



350 I»B LA XBSUlkB BBS T0L9XB8* 

Fig. 522. on dira : Sî le produit calkBQ^jkO i/esl pas la mesare da tv 
Inme du secteur ÀBO, il sera la mesure d'un secteur spViérique 
semblable appartenant à une sphère d'an rayon plus grand ou 
plus petit que OA. Supposons-le plus grand, et soit OA' ce 
rayon, de sorte que 

sectAVO=zcalXBC*jkO. 

J'inscris dans leplus grand des deuzarcs AB et àlV une bmée 
régulière dont les eotës ne rencontrent pas le plus petit: le vo- 
Inme T engendré par le secteur polygonal régulier OA*DBB', 
aura pour mesure 

V=:A*|OM, 

end&îgnant par A l'aire engendrée par la brisée A'DJEB' ihr 
4OM est éyidemment plus grand que|OA; mais lequel est le 
plus grand des deux éicteors ca/AB€ et A? Pour le satoîi, 
évaluons les mesures de ces quantités. 

ca/ABC=2^0A.AC(735),A=2TOM.AC(7311> 

Or A' A, l'égal de B'B, est plus grand queC'G : donc, en ajus- 
tant de part et d'autre kC, on aura A'C'> A G. Mais O M est aow 
plus grand que OA : donc la mesare de Faire A est plus gpnàe 
que celle de cal ABC; donc le volume Y engendré par le sectev 
polygonal OA'DEB' est plus grand que celui du secteur sf^ 
rique A'B'O, ce qui est évidemment absurde; donc on ne poi- 
Tait pas siq>po9er que le produit calkBC^jOk fftt la laaemt 
du volume d'un secteur semblable à OAB, maïs appartenant} 
une sphère d'un rayon plus grand que OA. On prooveraît ër 
même que ce rayon ne peut être plus petit: donc il est Oi; 
donc, etc. 

781. GoBOLLAiBB I. Le volume de la sphère a pour mt" 
sure Paire delà surface sphérigue multipliée parle tiers da. 
rayon. Si donc on désigne ce rayon par R, on aura poureipres* 
sion de ce volume : 



(a) Ou , ce qui rcvicat au même , à l'aire d'un grand cercle multipliée par 
les 7 du rayon (432), ou par les 3 du diamètre ; mais le volume du cylindre 
4<^onscr!t à la sphère est égal à Taire d'un grand cercle multipliée par k 
diamètre : donc le voiune de la $phère est ie» \ </e c^nU du cylmdtn cir- 
con$crit Ce théorème et ceux énonces dans les notes (a) et (b) du ilP 75> 
sont dus à Jrchimède, 
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QkftKMÎ on peut dire que le volume de la sphère a pour mesure 
les /jjuaire tiers du rapport de la circonférence au diamètre 
multiplié par le cube du rayon ^ ou lesijcivme de ce rapport 

multiplié par le cube du diamètre ï) : car on a R^—, et ipstr^ 

782. GoEOLLAïKE II. Le volume du coin est égal au quart 
de celui de la sphère multiplié par son ang^. 

THÉCKÂIIB. 

783* Le volume engendré par la révolution d^un segment 
rfe cercle AMBA autour d'un diamètre extérieur à ce seg^ ïfe* S25. 
ment y est le sixième d^un cylindre qui aurait pour rayon la 
coreie AB de ce segment, et pour hauteur la projection A'B 
€ie cette corde sur Paxe de révolution OC. 

Joignons , en effet , O A et OB, et il est clair que le corps en- 
l^ndré par le segment A.MBA «era pr^sëment la difFércnce de 
ceux engendres par le secteur OAMB et par le triangle OAB. 
Or, le premier de ces corps étant la différence des deux secteurs 
sphériques OCB et OC A, son volume sera égal au tiers du 
rayon multiplié par la différence des calottes qui leur servent 
de base» c'est-à-dire par l'aire de la zone AMBB'A': ainsi 

^oZOAMB=zo7i^AMB.-^=^tIo*.A'B'(735). 

D'un autre- côté, le volume engendré par le triangle OAB q 
pour expression (778) 

volOkB=surfkB*-^=:^^'jrÔi\À!B' (734) : 

cloue 

t;o/AMBA=|^A'B'(AO"— Ol'). 
Mais le triangle rectangle A 01 donne : 



car Aï^= — • Donc on aura enfin, en remplaçant: 

ro/AMBA=i^iB'.A'B, 

ce qui démontre notre théorème (763). 

784. Le volume d'une tranche sphérique est égal à celui 
(Vun cylindre de même hauteur que la tranche, et ayant 



! 
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pour base la demi^omme de ses bases, plus le volume 
ePune sphère gui aurait pour diamètre la hauteur de la 
tranche. 

Considérons la tranche engendrée par la révolatioB du seg- 
menl Â'ÀMBB' autour du diamètre CD. Son rolume V se com- 
pose de ceux engendra par le segment AMBA. et par le trapèze 
AB' ; ainsi il a pour expression (783 et 774): 

V=iTÂB* . À'B'+f tA'B'(ÏX'* + b¥' + AA^BB*); 
ou^ en mettant -JtA'B' en £eicteur commun, 

V=^TA'B'(ÂB* + 2Ar*+2BF*+2AA'.BB'). 

Or y comme nous roulons exprimer le volume de la tranche en 
fonction seulement de ses hases et de sa hauteur, il fieiut élimînar 
AB de l'expression précédente. Pour cela fahaisse sur MM' la 
perpendiculaire AF, et le triangle rectangle ABF me donne; 



AB'=AF* + BF'.Mais, B F étant la différence àet dioè» 




réduit, 

Vz^^-rA'B'CrF* + 3il7* + 3BF*), 
ou, en effectuant la multiph'cationde A'B^' par ^tAV^ et odkb 
3lT*+3BB'*par|T, 

T=i -^15'' + AB' / ^A^'* + ^BB' * \ ^ 

formule qui démontre notre théorème: car >^crAg est lefo- 
lume de la sphère dont A'B' est le diamètre , et î 

peut être regardé comme un cercle dont Faire serait la deniH 
somme des bases de la tranche* 

785. GoROLLAiEB. En observant qu'un segment sfhéritfK 
peut être considéré comme une tranche dont la base supérieure 
est nulle, on voit qa^un segment sphérique est la moitié d!un 
cylindre de même base et de même hauteur quit lui^ plus la 
sphère dont cette hauteur est le diamètre (a). 

(a) On peut obtenir le volume 4*101 segibenl sphérique AGJL' en relnB- 
chant le cône AOA' du secteur sphérique OAC. 

Quant à la tranche A' AMBB^ on pourra calculer son vdume en prenant ^ 
dUKrence de ceux des deux aegmens CBB' et GAA'. 
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rkOBLÂMB. 

786» Evaluer lé volume d'un corps de Jlgure quelcàru/ueê 

JLe moyeo le plus naturel qui se pr^nte pour ëvaioer le t<H 
kHoé à^un eofps^ ^est de le décomposer en parties doat on 
paisse calculer immëdiatement les tokunes. Supposons donc qtie 
Von fasse glisser une ligne droite sur la surface du corps, de 
manièrequ'elle reste perpendiculaire à un plan donné telle engen- 
drera la flurfaoe d'un <^lindre dont la Imse ABCDEF, située sur j^, isi. 
le plam dont il a'agit, sera la projection du corps sur ce plan. Je 
divise «cette base par deux séries de ligpes droites perpendicu- 
laires entre elles et équidistantes les unes des autres» et par 
cbacune je mène un jrfan perpendiculaire à celui de la base. De 
cette manière notre corps sera partagé en élémens tels que M'Pj 
qoe l'on pourra regarder comme la dijÛTérence de deux troncs 
mP et ?»P' de paralléVipîpèdes rectangles, si les lignes de divi- 
sion de la base sont suffisamment rapprochées. Or le volume de 
chacun de ces troncs est égal à Paire ▲ de sa base multipliée par 
le quart de la somme de ses quatre arêtes : d'où l'on conclut facile- 
meot, en miettant À en facteur commun , que le Tolume demandé 
a pour mesure le produit de l'aire A multipliée par le quart 
de la somme des arêtes de tous les élémens dans lesquels on 
l'aura décomposé; et, comme il y aura des arêtes qui appar- 
tiendront à 1 , 2, 3 ou 4 élémens, il s'ensuit que, pour avoir 
ie volume d^un corps ^ il faut partager sa projection sur 
un plan quelconque en rectangles par deux séries de lignes 
droites d'autant plus rapprochées que Von ^voudra plus 
d'exactitude , puis , ajrant élevé des pefpendiculaires aux 
sommets de chacun de ceà rectangles ^ mesurer les parties 
de ces perpendiculaires interceptées par ht surface du 
corps proposé , enfin multiplier Paire de Fun des rectangleâ 
dans lesquels on aura décomposé la projection du corps ^ par 
la somnie faite des parties de ces perpendiculaires qui ré" 
pondent à un sommet commun à quatre rectangles, des trois 
quarts, de la moitié et du quart de celles qui répondent à un 
sommet commun à trois, deux ou un de ces rectangles^ 

Dans la marine on k besoin de mesurer le volume de la partie 
de la carène i*na vaisseau qui est plongée dans teavu Alors en 
freud le plan vertical mené par la quille pcfur plan de pro- 
jection, et l'on retombe ainsi sur la règle précédente. 
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Sgholib* Remarquons toutefois que tous les âëmeos dav 
lesquels nous ayons décompose notre corps n'ont point pour 
buM des rectiB^fes^ mais aeoleBwnt des fKMrtwnsde r^^ 
ûa n^UgB alors ceux qui, à vue, panuaaait réponise à d» 
liases moindres qœ la moitié d'sn reelangle, et fou opJHjdifû 
' les autres comme des étëaens entiers* 

paoBi.iifju 

787« Evaluer le volume de la tranche qiiam ehdent en 
caupoiU un corps par deux plans paraUèles. 

Partageons Tépaisseur de la tranche en un asses gnnij 
tembre de parties égales , menons par tous les points de dinsî» 
des plans pëirallMes à ses bases, et projetons ensuite toaterles 
tranches élémentaires dans lesquelles nous Vaatoas ami dé^ 
composée sur un plan pei^iendiculaîre à tous les |lattt sécans. 
F%. s». Soit AB' la projection de l'une de ces tranches parkicUes. )e 
diTÎse AB en un grand nombre de parties ^ales, et ipw les 
points de division je mène des plans GC', lUff... perpendBcahùrB 
à la droite AB : je partage ainsi la tranche en élëmens ^0d^ 
chacun -aura pour mesure Faire de IVin des rec^tangles âétten- 
tBÎres mutipUée par le qoert de la somme de ses quatre aito 
Ainsi en désignant ces arêtes respectivement par \ei et €s\ h Ai, 
^et c'. . . on aura pour expression da-Tolame (» de la tresét 
kVt- 

vsisAii-iiii* ■ • •— : — , 

Hab , en désignant par A et par A' les aires des bases deb 
tranche^ on a (UO); 

A==:Ac(i±i + c + i£+...), et A'=AC(^V+^+-) 
donc 

% 

. Aîiwik folnmedel^inequalcetique des branches âémeaAsto 
esi égal à la deniî«0ommedes aires de ses bases oinltîpliéespar 
son épaisseur s d'oU l'oft conclura faeifemeat, e& raisonatst 
comme au o.^ 4^0» que, pour évaluer le volume d!une iraatk 
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quelconque iPun corps, il faut dMser son épaisseur en un 

tissez fçrand nombre de parties égales, mener par les d^^ 

férens points de division des plans parallèles aux basée, 

puis ajouter à la demi»somme des aires de ces hases les 

étires de toutes les sections intermédiaires, et multiplier le 

résultat par la distance de deuœ plans sécans consécutifs* 

Cette règle conyieiit sartool pour ëraluer le Tolnme d'im 

corps termine par one sorfaœ de rëyolntion : car, en soppotant 

les deux plans Hmites tangens à la snriace aux points mêmes 

ou. soR axe la perce, les sections sont des cercles, de sorte qo'3 

est alors facile d'ëraloer lews aires. 
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788. Evaluer Paire dfune surface courbe quelconque. 

Soît ÀBGDK la proîectîon de cette snrfiice sur nn plan qnel-i ¥ig. lU. 
conque. Si nous opérons comme an n.» 786, Bons décomposé- 
roDS l'aire demandée en qoadrilatères corriligoea , qœ l'on pont** 
ra d'entant nûenz regarder comme des quadrilatères plans, qne 
lee plans sécans seront pins rapprochés les nns des antres. S<Mt A 
Faire del'nn MJNPQ de ces petits quadrilatères, et a celle de sa 
projection m n/9^. Si nous oonrenons de désigner par m, n, psq^ 
les perpendiculaires mm!, nn\ pp\ qq\ abaissées des sommets 
de cette projection sur le plan du quadrilatère PM, et par 
M y N, F, Q , celles abaissées des sommets de celni^i sur le plan 
de projection, nous aurons pour la mesure du volume du tronc 
de parallélipipède mP la double expression: 
^ M+y+P+Q ^, w+n+p+y _,^^, M+y+P+Q 

4 4 '^ w+«+p+9 

Mais les triangles rectangles VLmm\ Vnn sont équi- 

angles: car les angles Mmm', Nnll^ . . < • mesurent Pindlinaisott 
du plan du quadrilatère P M sur le plan de projection : donc 

M:m::N:n::P:p::Q:^;d'ou ~ ^=*>, etainsiA — a»^^ 

'^ ^ m+n-^p+q m . m 

Donc, en désignant par A', M' et m'; A", M" et m" , les 

quantités analogues à A, H et m, pour les autres quadrilatères 
dons lesquels nous atons décomposé la surface à mesurer, noxis 
aurons, pour expression de son aire X : 

•_ /M , M' M" \ • 
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de sorte qu^il ne «'agit plus que de déterminer les perpenA- 

cnkires M^M'yM".. ... . . etm, m', m^ Les pronîâres se 

mesoi^ront immédlatemeat^ qoant aox secondes, voici comment 
on pourra las obtenir : rabattez les faces mIX et m (^ da treac 
F%. SSS. m'P sur le plsn de projection , et prolonges les cotés MN et M^ 
jusqu'à leur intersection, en E et en S, avec les eoCéis de l'angle 
nm^ Il est clair qu'en joignant RS, vous. aurez la frace da 
plan dn quadrilatère HNPQ.sur le plan de projection: par ooi»- 
aéqnenty si l'on mène mT perpendiculaire sur RS, la p^^pen- 
dicalaire abaissée de m sur l'hypothénuse dn triangle rectangk 
formé en joignant le point T avec le point M de l'espace, sera li 
droite demandée nu Or le rabattement de ce triangle sur h 
plan de projection est T m M' : donc celui de la perpendicdlaffe 
cherchée m est la ligne mQ\ qu'il est facile de mesarer (a). 

789* Lorsque le corps dont on demande le vdIuto^ esl 8^Tie 
forme très'irrégulière , les procédés que nous avons indiqués de- 
viendraient impraticables par leur longueur. On peut a\on U 
placer dans un vase dont on aura préalablement déterminé h 
capacité; puis, mesurant la quantité d'eaa ou de sable fin aéoeh 
saire pour achever de remplir le vase, on voit qu'une sîm^t 
soustraction suffira pour résoudre le problème. 

Si le corps à mesurer est d'un petit volume, on le ploneai 
dans un vase rempli d'ean; et, en mesurant en kilogramuiafe 
poids de l'eau qu'il aura chassée du vase, on connaîtra le toIook 
de cette eau, et par conséquent celui du corps en décimètres 
cubes (Arith., n.<> 264). Observons toutefois que, si Pon avait 



(a) Sifon veut calculer m, on observera que le triangle rectangle WmT 

donne ^ea^: d'où ^.csl + ==7. Maïs le triangle mSfi dooDc^ 
m mT »»* mT ^^ 

i 8tt* ^ t ' ^ 

même mT • SRisimS «mR : d»oii .==:3=.=r-=î = =îi-s=si : donc 

mT ffAS**ma ma mS 

JJJ — ^ ^'~^^»' <^» c» désignant par 6 et par cl» deux, côt^da 

rectangle mp^ et par d et e les différences H — N et H— (l) on tire des 

Uiaogles semblables MNl et MRm, HQK et HmSi ^— ^,et 2L=1; 
mE mS c 

*>"«;;;— K < + 7? +-ï; par conséquent a =3*c V i+ ^ + -p- 
C'est U formule même donnée par la méikode dn guadi^atureê. 
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befom d'une tvè»^(rande exactitude , il fendrait aïoir égard à la 
Ismiiérature de cette eaa, comme on l'enseigne dans les traite» 
de physique. 

On pent encore parvenir à la détermination des volâmes des 
corps an moyen de leurs poids spécifiques^ Le poids svieni^vw 
d'un corps est le rapport du poids (tun volume quelconque 
de la substance de ce corps à celui d'un pareil volume 
4^ eau : d'où l'on voit qne, si Von multiplie le volume d^un 
corps évalué en décimètres cubes par son^ poids spécifique, 
on aura le poids de ce corps en kilogrammes ^ et que , par 
conséquent, en divisant le poids d?un corps par son poids 
spécifique, on aura son volume en^ décimètres cubes» Ges- 
deux règles sont d'une application continuelle dans les arts. 

Premier exemple. Feui-'On^ calculer le diamètre intérieur 

d^un tube de verre: on pèsera ce tube y en prenant le gramme^ 

pour unité; puis, après y avoir ioirodait une certaine quantité. 

de mercure, on le pèsera de nouveau. La différence de oes deux. 

poids sera évidemment celui d'une: colonne de mercure de même. 

diansètre que le tube: donc, en divisant ce poids par 13,598,» 

poids spécifique du mercure, on aura le volume de la colonne 

en centimètres cubes» Si donc on a mesuré sa longueur, le quo- 

H tient trouvé en divisant ce volume par cette longueur sera l'aire 

1 de la section du tube exprimée en centimètres carrés (763). H 

f ne s'agira donc plus, pour résoudre le problème , que de diviser 

[ cette aire par t, et d'extraire la racine carrée du quotient (432). 

Deuxième exemple. La colonne de Sévère, près d'Alexan- 
drie , est formée d'un fût en granit de 30 ™ de baut sur 3 de dia- 
mètre, qui repose sur un piédestal cubique de marbre de 5" de 
coté. Quel est son poids à moins d'un kilogramme? 

L'aire de la base est -7 • 9 : donc le volume total du fàt est 

-t • 9 • 3e J , el celui du piédestal 125"***; or, les poids spécî-^ 

fiques du granit et du marbre étant respectfvement 2,716 et 
2,960, on voit qu'un mètre cube du premier pèsera 2716^*, 
et qu'un mètre cube du second en pèsera 2960 : donc le poids 

7 • 9 • 3o • 2716 + 125* 2960J . Or 

vi£^fm;szi8!S330 : donc, pour ne pas commettre une erreur 
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d'un mopraBune, ilfirat que la tdoir de «- ne soit 
d^im aiiUioBièiiie. On prendra èaDCJrzsâ^tiiS^, 
▼era pour rësoltat 9A59A8 kilogrammes. 
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TBiOEiMI. 

796« Zirs volumes de deux pyramides semhUiUes xjw/ 
proportionneb aux cubes de leurs arêtes hùmologac^ 
F^ ttS» Pubqne les dem pyramides sa bcde et 8ABCB1& vnA ««ok- 
blableSy leurs angles ^ et S sont égaux: ainsî on potura placer la 
première dans la seconde, de manière que les arêtes bomoVo^joes 
de ces deux angles coïncideBt De cette manière, la base aft cde 
se trourera en AVG'D'E' parallèlemen/t àlabase ABCDErdooc 
la hauteur S sera eoopée en parties proportionnelles à Sa et 
à SA', et par eonséquent à AB et à A'B'; de sorte qu'on aura; 

so : so'ou so :: ab : aw ou ai. 

' Mais la similitude des bases des deux pyramides donne ausp: 

ABGDE: a^c<2e:: AB'IoS' 

. Multipliant ces deux proportions par ordre , puis divisant ks 
deux termes du premier rapport par 3, il Tiendra enfin : 

ABCDB-iSO :afcc^e. ^50 :;Ai':a6*, 
im qri démpQtKQ notre dkéorème (7fi8)« 

THio&àux» 

791 . Les volumes de deux polyèdres semblables sont pro^ 
pQrtionneU aux cubes de leurs arêtes homologues» 

Bn ciffet nous pourrons partager les deux polyèdres en on 
même nombre de pyramides semblables cbacane à chacune, 
et semblablement disposées; puis former autant de proportions, 
en exprimant que chacune des pyramides du premier po^ 
fyidre est à celle qui lui correspond dans le eecond, coxn 
le cube d'une de ses arêtes xst au cube de l'arête homologue 
dm Poutre pyramide. Mais , les polyàdres étant semblables.. 
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iBiirS' aràles et leurs diii(;oiial66 homologues, et partant- les 
cubes de ces arêtes et de ces diagonales, sont proportionnelft.: 
donc les seconds rapports de tontes nos proportions sont ^ganz, 
car ce sont des rqiports de cubes d'arêtes ou de diagonales ho- 
mologoes des deux polyèdres. Les premiers rapports sont.dow 
auflsî égEua, el forment ainsi une suite dont les antëcëdens sont 
les pjramides du premier polyàdre> et dont les consëqnens sont 
les pjramides correspondantes du second : donc la somiûe da 
tooa ces antécédens, etc. (458)* , 

THéo&iiiB. 

. 79BL Les ^H^iurnes de deux corps semblables sont propor» 
tiamneis aux cubes de. leurs rayons vecteurs homologues. 

Hép^tec îei la dëmonstralion du nfi 746, en remplaçant les 
triangles duw IcKpiclB^oqs aurez décomposé les surfaces de ces 
deux corps, par les tétraèdres aukftuels ils servent de bases. 

7S3. CoaoïtÂi»! I. Les volumes des cônes , des troncs de 
cûne, des cylindres, des secteurs sphériques , des coins , 
deé tranches et des segmens semblables, sont proportionnels 
aux cubes de leurs lignes homologues. 

n serait facile de démontrer ces propositions directement, en 
imitant les démonstrations du chapitre Y. Si, par exemple, on 
considère deux troncs de cône semblables, on désignera par Y, B, 
r et hj le volume, les rayons des bases et la hauteur de l'un , et par 
les mêmes lettres accentuées les quantités correspondantes du 
second. On aura alors (774) : 

YlY'irCR'+r'+ROAlCR'^ + r'^+R'OJi'; 
Mais R : R' : : r : r'. Multipliant cette proportion 
par r : r : ; r : r', il viendra : 

Mr:RV: : r«: /» : ; r» : v* : : *» : a'» 5 

d'oU l'on tire (Artth., n.^ 221) s 

Rr + r» + R' : R'r'.+ r'' + R'* : : A* : h\ 
Multipliant enfin la première de nos proportions par ceUe-ci, 
on trouvera, après avoir simplifié: 

y:y'::^3:VS 

ce qu'il fallait démpnirer. 

794. CoKOLLÀiEB II. Deux sphères étant semblables, leurs 
volumes seront proportionnels aux cubes, de leurs rayons. 



f 



Cda résulte d'aiUeiin de ce qne TeiqpreMkm du TolflB» J'i 
qphère est ^9-R\ 

p&oBLâna. 

795. Cateuier le rapport des ifoiumes du soleil et de là 
terre. 

Le double de la parallaxe horizontale d^nn astre est le dia- 
aiètre aj^parent de la terre me du centre de cet astie (pages tôt 
•et 143): donc , en divisant le diamètre apparent étun astre 
.par le double de sa parallaxe horizontale, on aura le rap-^ 
port de son diamètre à celui de la terre: car on conçoit qjik 
raison de l'âoignement oh nous sommes dn soleil et des planètes^ 
les diamètres apparens de ces astres difi^ent très-pen de leu% 
▼rais diamètres. Or on a troorë que la valenr mcj^aw «Ai iAh. 
mètre apparent dn soleil est 32',054l5(= 1932"^ naos awoiat^ai 
que sa parallaxe horisontale est 8",6 quand il est à b» &laiice 
moyenne de la terre : donc les rayouadu soleil et de la tem Mot 
entre eux dai^ le rapport de 1932,27 à 17^, ,ou à peu pi^ 
comme 112 est à 1« Donc le rapport de leurs volumes sera 
^}^fipy^=^^^^^^^ : ainsi le soleil est environ quatorze cent 
mille fois plus gros que la terre* 

PaOBI.ilfB. 

796« Décrire une sphère double d?une autre* 
La question reyient éndemment à trouyer Tarète-d'un cuk 
double d'un autre ^ ce qui ne saurait se faire exactement en n'em^ 
ployant que la règle et le compas. Voici toutefois une méthode qui 
donne, à moins d^un demi^entième du côté du cuhe proposé, 
celui du cube demande , ainsi qu'il est facile de le vérifier. Sur one 
H^ BS7. droite À R, triple du côté donné OR y décrivez une circonfifrenoe^ 
et joignez le point avec une des extrémitiâs du diamètre BC« 
perpendiculaire à AR« Le prolongement OX de cette droîtaseni 
l'arête du cube double de celui dont OR çat Je coté. 

PKOBLiMB. 

797. Quelles dimensions faut^il donner à une JeuHlette 
pour qtielle contienne 114 litres? 

Nous avons vu que le diamètre du fond d*un hectolitre valait 
0°',435; nous déterminerons donc celai du fond de notre fisnii- 
lette par la proportion 

100 : 114:: (0,435)» ;r»=(0,456)».|,M; 
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d'oti l'on tire : r = 0,435 «v^x^f. Si donc nous eztrajons k 
mcine cubiqpe de 1 ,14 à moins d'un millième près, non» aurons 
la valeur de r à moins d'an demi-millimètre près* On trouvera , 
eneffiectnant le calcul: r =30^,454 5 et, en posant ensuite les 
proportions [ 774 , (fO ] 

16 : 18 : : 0,454 : r=o»,511 , et I6 : 21 : : 0,454 ; /=o»,596, 

OD aara achevé de résoudre le problème. 

798. On lit dans la physique de M. Biot que, si Von dore un 
cylirtdre cParf^nt pesant 360° avec 6 onces tTor, on pourra 
Retirer en unjil de 1351900** de long sur \ de ligne de lar- 
geur: quelle est V épaisseur de la couche d'or? 

Soient ÀB le parallâîpipède rectangle qui représente le fil, îi& 5S8. 
L sa longueur JLB, / sa largeur AD, et e son épaisseur AC« 
Ue est doncVezpresftion de son volume. Or, si Pon admet, avec 
Uéaumur, qu'on pied cube d'or pète 21220'' et un pied cube d'âr- 
gl^Dt .11523'', on verra fadlemeut que 6° d'or et 360^ d'argent 
senties poids respectifs de 844^«,293 d^or, et de 93287^%702 
d:^af^ent,' de sorte que L/e= 94131,995, équation qui déter- 
mine e, puisque L et 2 sont connus. (La ligue est actudlemenl 
l'unité linéaire). On trouvera es^^^ 

L'épaisseur a? de h| couche d'or étant partout la même, il 
soffira, pour en avoir le volume, de multiplier son aire par x. Or 
celle de la ûioe supérieure est évidemment L/; celle de la face 
latérale est L (e— 2j:)': car sa hauteur est hf; et, comme le 
Yolome de la couche est 844'*%293, nous aurons l'éqnation 
2 { L 2 + L (a -*-*2x) ) X =844,293; mais, comme x est une très-» 
petîls quantité, puisqu'elle est nécessairement beaucoup moindre 
qoe e, nous pourrons négliger son carré, ce qui réduira cette 
équation à 2L (2+ e) x r= 844,293; d'où l'on tire, en opérant 
lonjours par log^ithmes, arss^^^. 
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PRÉCIS 

DU LEVÉ DES PLANS. 



1. Li Liri 9IS PLÂMS eit Part de tracer sur une feuille de 
papier une figure semblable à celle élu terrain, et qui em re- 
présente ainsi toutes les parties suivant les raf^oru de leur: 
étendue tt de leur position» 

2. La preittière chose que doit iaire le gée m è i re charfi de 
lever on plan, est de parcourir le tenaÎD dans toatesoiiëfeettàne, 
et d'en tracer à mesure on dessin nomme croquis, sur leqod i 
représentera le mieux possible la position des objets. les çia« 
femarquableSy tels que les rimresy les cbenunsy les coteonc, 
les villages » les maisons isolées, etc«,' ainsi qne les ligne» SréÈu 
on courbes qui le terminent, et il fera placer des jnloas sheae- 
trémités de ces ligues et sur leurs parties les plus concaves sa 
les pins convexes» 

3* Gela fait, 8^3 nes^agit que de lever le contour rectîlîgne dPn 
terrain de pen d'étendue et d'un petit nombre de cotés , oit em- 
ploiera très-oommodément le procédé indiqué au n.* 438, 1»*, 

V\g, SS2. c'est-&-dire qn^on mesurera les difiërens côtés AB, BG , GD 

ainsi que les diagonales ÂG, AIX .... qui partagent le potygonr 
en triangles ^ en ayant soin de tendre la chaîne bien liolrisofli^ 
lement (a), et l'on cotera sur le croquis la valeur de chBOHie do 



(a) C'est une précaution qu'il ne faut jamab négliger, à moms d^hnpoatf- 
boité absolue. Ce n'est en eflbt que la pixtfection horizontide d'un teirain 
que l'on se propose de lever, parce que » comme on estime la ^teur des 
champs sur la quantité de leurs productions, et que les végétaux, et les arbres 
surtout, poussent généralement dans une direction verticale, un espace incfihé 
n'en contient pas plus que m projection horizontale. On pourrait « il est vrai, 
contester ce principe par rapport aux graminées et aux plantes basses; maii 
on observera alors que les terrains en pente > retenant moins l'hunikUté que 
les autres^ sont, toutes choses égales d'aiQeurs, moins productift, et que lear 
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«esiigoes sur celle qai la représente. lUen ne sera alors plus &• 
cile que de dessiner, à l'édieUe conrenne, le plan dn polygone 

ABGD. paisqiK l'on connaît ks longnenrs des trois c6të» de 

chacon des triangles dans lesquels on l'a dëoomposë. 

Xensarqoons tootefbis qu'il sera bon, pour se fournir des Téri'- 
ficatûms, de mesurer quelques diagonales auxiliaires , telles que 
KB, FC, etc» : car on conçoit que, si deux arcs se coupaient très- 
obliqaement, leur point d'intenecdon ne serait pas assez bien 
déterminé* 

SI l'on ne pourait point parcourir librement Fintérieur dn 
polygone, on déterminerait ses angles soit au moyen du grapbo- 
mètre, soit de la manière suirante, qui est très-simple, mais aussi 
moîna exacte. Joignez deux points a et c pris sur les côtés de 
l'angle B, et mesurez arec beaucoup de précision B a , B c , et a c. 
oonslruction du triangle Bac fera connaître l'angle B. Pour 
ermîner l'angle rentrant IF^ on prolongera GF, et l'on mesurera 
les «èOfc du triangle Feg. On pourra donc rapporter le polygone 
s«r le papier, puisque l'on connaîtra ses angles et ses côtés (a). 

liU médïode de décomposition en triangles s'applique particu- 
lièrement au leré des édifices et des maisons : car il suffit évi- 
demment de lever le plan de cbacune de leurs parties, en ob- 
servant de mesurer l'épaisseur des murs, la largeur des portes 
et des fbnétres , la largeur et la profondeur des cheminées, et les 
lignes qui fixent leur position sur le mur où elles se trouvent. 

4. Si le terrain présente beaucoup de sinuosités , on aura r^ 



déterminer 



<^ 



cultare eit en outre pin» difficile, et partant pliu dispendiense. SI donc la pente 

du t£nainà mesurer e>t un peu forte, eft<|ue les triaiigleiÀBG,ACD loient 

dans des plana diflérens , on chaînera les droites AB , AG , AD... .. et l'on metii- 
rera avec le graphomètre tons les angles en A , BAC , CAD. .... ainsi que le» 
stagles ZAB, ZAC , ZAD formés par les lignes AB, AC , AD avec la ver- 
ticale AZ, et alors on pourra réduite à P horizon les angles B A G , C AD. ... (56 7). 
SI de plus on observe que la prqiection horiKontale d'one ligne est la base d'un 
triangle rectangle dont l'hypothénose est la ligne prqjetée, et dont l*angLe 
au sommet est précisément l'inclinaison de cette l^e sur la verticale, on 
pourra dètarffliner facilement les prcgectlons horizontales des lignes AB, AC , 
AD. . . . ,^ ^""^ V^ l'on connattm, dans chacun des triangles qui forment 
la prqjecticii du polygone ABGDl . » . . deux o^tés et l'angle compris Ilien' 
donc Ac&e de décrire cette prqjection. 

(a) Il ne serait pas nécessaire de déterminer tous les angles et tous les côtés 
du polygone (262 et 265); mais fl vaut mieux le fhire : car on se procure ainsi 
des vérifications. 
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cous aux mëthodes que nous arons donnëet aa ilO A3S, 2.^ ef 
%^cas,et BuafiUlSL On observera seulement que;, si le pé rim è U 'e 
du terrain est formé de lignes ooorbes, il sera bon de lui inacrir» 
une brisée dont les côtés ne s'éloignent pas beaoconp des arcs 
oorrespondans» Ainsi, dans la fignre 225, on tirera les droites 
r%. iS». B/;GI, NO et OP, ce qui dispensera d'aroir recours à i'ëjaerre 
pour mener les petites perpendiculaires dont on a besoin pour' 
lelefer les arcs BGQDF, GI, etc. 

5. Proposons-nous maintenant de lever un plan fune grande 
étendue* 

Après afDîr Mt une reconnaissance exacte du terrain, le géo- 
mètre se transporte sur les lieux les plus élevés pour jdâenaôier 
les objets les plus apparens, auxquels il devra rattadher 90m, tra- 
vail ; il dessine en mime temps un canevas sur lequel iXieipésenVe- 
FIf. f 7S. le mieux possible la position de ces points A, B, G. . . . «que Von 
nomme tri^nométriques ^ et il hit planter solidement à cbscna 
d'eux un signal (c'est une perche de 2 à 3 mètres, à l'extrémité 
de laquelle on attache une botte de paille). Gela fait, on établit 
sur une surface la plus horizontale qu'il soit possible une Vmk 
FG, des extrémités de laquelle on apercevra le plus de signais 
que l'on pourra (ces extrémités sont fixées invariablement uff 
deux piquets); et, après l'avoir mesura avec le plus grand 8oii, 
à plusieurs reprises» on prendra une moyenne arithmétique outre 
les résultats que l'on aura trouvés. On placera ensiûte le centn 
d'un graphomètre directement au dessus du point F; et, ayant 
disposé le cercle bien horizontalement (480) , on pointera la 
lunette fixe sur un jalon planté en G, et l'on fera décrire on toar 
entier d'horizon à la lunette mobile en visant les signaux dam 
l'ordre oili ils se présentent depuis zéro jusqu'à 360**. Ou coû* 
naîtra ainsi les angles formés par la base FG et les rayons risaeli 
menés de F aux signaux que l'on a observés; et l'on véritoasnr 
le terrain même l'exactitude de ces mesures en calcnlsfff fangle 
formé par chaque rayon avec le suivant, et voyant si la somme 
de ces angles diffère très-peu de 560<*« On transportera ensuite 
le graphomètre au point G pour y recommencer les mêmes opé- 
rations; pnis, après avoir établi des signaux en F et en G, on ira 
répéter aux points A, B ,€•••• les mêmes observations d'angles ; et, 
à mesure que l'on déterminera le troisième angle d'un triangle f 
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on eiaminera si la somme des trois aogles di£Eère très-pea de 
I^O» (a> 

Si nn signal H ne pouvait être aperçu en même temps qu'im 
•antre signal des stations où l'on s^est transporté, on irait en ce 
^poiat mesurer les angles BMGetGMD,etsa position serait 
ainsi déterminée (157)* 

liC travail de la triangulation étant effectué, on tire sur le 
papier une droitey*g qui contienne autant de parties de l'échelle 
que ÏG contient d'unités , et, au moyen de la table des cordes, on 
fait à ses extrémité des angles respectivement égaux à ceux que 
l'on a mesurés. Puis, sur les côtés des triangles résultans pris pour 
Lases, on construit des triangles équiangles à ceux qui, sur le 
terrain, s'appuient sur les côtés homologues de ces bases, et l'on 
paryient ainsi à représenter le réseau de triangles dont on a 
couvert le sol (b). Quand cette opération sera terminée, il fau- 
dra procéder «lu levé des détails. 



(fl) Si te graphomètre ne peut être placé au pied même d'un signal, on 
n'obtiendra pas directement Tangle dont le sommet est sur ce signal ; malt 
on observera ocee un aoin particulier les deux autres angles du triangle dont 
celui-là fait partie. On évitera ainsi la réduction au centre de kt êiation, sans 
diminuer Pexactilade des résultats : car il y a telle circonstance x^ peut faire 
qu'un angle réduit au centre soft moins exact que s'il était déduit des valeurs 
^ies deux autres mesurés avec précision. 

(6) €e n'est pas ainsi qae l'on opère réellement dans la construction des 
plans topographiques: car on sent que les angles qui, par l'intersection de 
leurs c6tés , doivent déterminer les points trigonométriques,ne sont pas décrits 
avec une exactitude suffisante. On aurait même les trois c6tés dé chaque 
triangle, que l'on no serait guère plus avancé pour la construction de ces 
triangles, à cause de la difficulté de reconnaître le point de section des 
arc8(SlS)L Pour éviter ces inconvéniens , on rapporte la position de chacun 
des points trigonométriques du plan à la méridienne de l'un de ces ix)ints, 
de 6 , par exemple , et à la perpendiculaire menée en ce point sur cette méri- 
dienne, c'estâ-dire que l'on calcule les distances de chacun de ces points à 
ces deux lignes. Pour déterminer la position de la méridienne à l'égard de FG, 
<BEi obaervera avec une bouuole (14) l'angle que la direction de l'afguQIe ai- 
mantée fait avec F6; et, corrigeant cet angle de la déclinaison (*), qui est 
actueUement f3P A' vers Voueet, on aura l'inclbiaison de la méridienne NS 
sur FG. Ensuite on déduira facilement de cette inclinaison l'angle que fait 
chac|ae côté avec la méridienne. Si l'on imagine par le point A , par exemple, 
une parallèle AS' à 6S, et qu'on lyoute l'angle observé 6AB à l'angle 
connu GAS'bsNGF-^AGF, on aura rincKnaison BAS' du côté BA sur NS. 
Veut «on maintenant avoir les distances d'un point trigonomélrlque queK 

<*) CW l'sBfU qiM MU* ai»iUU fait «T«e U M^idita en litti. 
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Fig. 541. 6. CoDéidâroiis le canton compris entre les points frigmomé- 
tnqm» A, B, G , D {a). On chaînera d^abord les lignes il, BC, 
QA:\ AD et'D€; et, comme knrs longuenrs sont eoonneipar oe 
qû précède, on Terra de snite si les mesures sont Bien on mat 
prises» En cbaînani ces grandes lignes , on notera les dhnàaos de 
toutes les parcelles, et Ton enfoncera en outre de pefrb piquets 
dans tous les «ndroits que Ton jugera propres à ffevenir des 
points de départ pour d'autres lignes d'opérations. Ainsi on ar- 
rêtera les poinU S, H,N,0, P, Q, R, T,17,T, ohabontîssent <ks 
lignes qui limitent des masses de parcelles de terres labourées 
dans le même sens , ainsi que les point8F,G,I,K, L, M, S,l, 
où les oolés trigonométriques sont coupa par des chemins. Oki 
ne négligera non plus aucun des objets remarquahhs qor saat 
près de ce9c6tés. Ainsi une cheminée, l'angle d'une izmdbx«i, ni 
arbre facile à reconnaître de loin, s'ils sont rattacha coisfeDak\& 
ment à une de ces lignes an moyen d'un coup d^éqaerre, alors 
qu'on en eUbctnera 1& mesure, deviendront euz-même&^noi^ 1 
Teauz points que l'on appelle secondaires, aussi exacts que cens 1 
qui sont déjà comprb dans le canevas, si les cotés dont ib dé- 
rivent ont été exactement mesurés, et cadrent avec leslongnenn 
données par le calcul. 

On voit déjà que les parcelles qui sont traversées par des 
c6tés trigonométriques seront bientôt déterminées i car, en ve- 
nant sur les droites AB et AC du plan des longueurs égales sk 



coaqDe À à la méridleims et à aa perpendScukire, on abaissera AI petpm- 
diculaire sur NS; et, comine on aura préalablement caknlé, par les mécbodb 
qu^enseigne la trigonométrie , le cÀté GÀ , on pourra calciÂer ausrf les dem. 
distances AI et IG à la mérldieiine et àlaperpendicolafre , puisque Poa goi^ 
natt dans le triangle rectangle AIG rhypothénose et Fangle AGlf , et qu'aïs* 
ce triangle est déterminé. Cela fait, on tracera sur le plan les deux droife» 
JfS et Ofi à angles droits, pour représenter la méridienne et saperpenH^ 
laire ; puis on partagera la feuSUe de desain en carrés de 500* , si le ]i»o ttt k 
l'échelle de 1 à 2S00, par des parallèles à ces Ugiies, et alors tsentefte de 
placer chaque point trigonométrique dans sa véritable posUos ; lar , dl un 
^int est j par eai^emple, à 1 240» (0) de la méridienne , et à 85»(K) de la per- 
pendiculaire, on saura immédiatement dans quel carré il se trouve, et qaH 
est à 240"* du côté û$t de ce carré, et k 8S0 de soo côté sud, Qoaad tous 'les 
points seront ainsi placés, on vérifiera l'opération par la longueur des o6tès 
.trigonométriques. qaâ ont servi à les déterminer. 

(a) La méthode que nous allons indiquer est due à M. Btuêet, géomètre ea 
chef du cadastre > qui l'a publiée à Clermont-Ferrand dans un ouvrage Irès- 
remarquable intitulé : TaAiri pAAViQini m i.i vA&m wl^ivt nv eumÊm^ 
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d»iaiice9<troiivi$eë La! et A^', A^- et A^, par eiemple^ on avra 
depx points de chacmiiecles droites a&«t cc^ (les bords des par* 
ceUessont ordinaîrcment des lignes droites), ee qai donne lever 
directîan^ d'ailleors dles aboutissent snr la ligne QP, qne l'on 
peut tirer sur le plan (a), et l'on aura pu mesurer en outre a! a 
et ce* 

II sait de là que, si l'on, tire sur le plan les droites bomologoes 
de celles qui j<Mignent deux à deux les points £ , F, G , !!-#•, où l'on 
a enfoncé des piquets, on pourra, en les regardant comme de 
pouveaux côtés trigonomëtriques, déterminer les parcelles qu'elles 
traTeraeront* Mais il ne sera pas nécessaire de tracer toutes ces 
lignes : t^'est à l'intelligence du géomètre de reconnaître celles 
qui le conduiront plus rapidement à son but. Ainsi il tirera ^ pevr 
exemple, la droite RN, dont le mesurage lui serrira à fixer les 
points e et y, ainsi que les parcelles qui aboutissent sur cette 
ligne; et, comme les autres extrémités de ces parcelles seront 
fixées en chaînant LS, tout le canton SRNMA sera levé. Si en 
outre on mesure Pî, il n'y aura plus qu'à tirer sur le plan ei 
etyX) pour avoir le plan de la pièce/î. Or, en allant mesurer Pi, 
on cliaînera ei, en notant les divisions des parcelles qui aboQ* 
tissent sur cette ligne, ce qui achèvera d'en déterminer les li- 
mites* 

Observons qu'en mesurant les lignes qui joignent les points 
qu'on aura marqués sur les côtés trigonométriques , on devra 
arrêter de nouveaux points qui deviendront l'origine de nouvelles 
lignes sur lesquelles on continuera d'établir les détails du plavu 
Ainsi le point Y de la droite FH , qui se trouve & peu près dois Iç 
prolongement de deux chemins, ne devra pas être négligé^ puis, 
en tirant YM sur le plan, et mesurant son homologue sur le ter^ 
rain, on arrêtera les points k et l^ dont l'un achèvera de détermi- 
ner le réage HA, et dont l'autre, étant joint au point m^ qneFop 
obtiendra en chaînant fg^ fera connaître la limite nord de$ 
parcelles comprises entre /g^ et M^,.et ainsi de suite* 

En partant du piquet T laissa ^ur AD, on dirigera une lignd 
droite sur le peuplier Z , que l'on a rattaché à CA en mesurant 
cette ligne; mais on ne chaînera pas au delà du point ^: car le 



(«) Il s'y «un qa'à p^ftiter U\ parties dé réchelle «ir G A > & partir de G > 
pour i^yoir le pp{n^ P, efc 69 sur AB ^ A en Q, puis joindre QP. 
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reste de celte ligne est inutile au ptrceliaire. Bn mesorant nZ^ 
le géomètre j arrêtera un point r td qœ le rayon mtsel rZ 
passe le plus près possible de la ligne sinnease qm se ter mine 
eas; et»ceninie la ligne Sha dëja ëtë mesurée. Usera fiM^ile â# 
djNssser le plan du canton SV. 

N'oublions pas que tout alignement àefra être détermine par 
deux points aussi âoignës que possible» et qu'on ne derra prendre 
pour lignes de construction que celles qui ne couperont pas les 
parcelles trop obliquement. 

Quant aux sinuosités des chemins , quelques-unes seront déter- 
minées par le trace' même des parcelles, et l'on déterminera les 
autres par des perpendiculaires ëlerées sur les lignes de cons- 
truction qui en approchent le plus* 

7. Lorsque le géomètre aura terminé son traraJ ^or fc ter- 
rain, il s'occupera de le rapporter sur le papier. 'Çovbc cA^ iV 
placera d'abord les signaux A, B, G , D, d'après le résultat de la 
triangulation ; puis , après ayoir marqué sur les lignes qm te 

unissent les points E, T, G, H il tirera les lignes de constroc- 

tîon FH, LI,LS. ... qui en dérivent, ainsi que celles qui, comine 
TZ, les joignent à des points secondaires, et il aura soin de me- 
surer ces lignes à l'échelle, et de voir si les longueurs ainsi troo- 
rées s'accordent avec celles qu'il a prises sur le terrain. Ce rfeit 
qu'après avoir foit ces vérifications qu'il rapportera les détib 
sur le plan, en suivant la marche que nous avons tracée. Seofe- 
ment, au lieu de faire usage du compas et de l'échelle qoe noos 
avons décrite (357) , il sera bien plus expéditif , et même plw 
précis, comme l'indique M. Basset^ de se servir de la règle àe 
Kutsch : car on sent qu'un mètre étant représente par O" 4 
dans les plans construits à Féchelle de 1 à 2500, il sera difUcik 
de foire une erreur appréciable sur la grandeur qui devra re- 
présenter quelques décimètres. D'ailleurs l'œil parvient hleotèi 
à distinguer des dixièmes de millimètre, et il est fecile de les 
marquer sur le plan avec une aiguille bien fine, et en sppliqQant 
le biseau de la règle sur la ligne à mesurer. 

8* Quand le plan sera construit, on procédera à Yévalua\jon 
des aires des parcelles , en opérant sur le plan de chacune diaprés 
les méthodes que nous avons exposées dans le chap. Y de la se- 
conde partie. On pourra même transformer chaque parcelle en 
un triangle équivalent que l'on mesurera ensuite an compas. 



DU LBTi 1>B$ PLÀR8. 369 

9« Si le terrain dont on rent faire'le plan n'était pas beaucoup 
^tenàay el qu^il ne s'y trouvât aucun point trîgonomëtrique sur 
lequel on pût appuyer son travail, on emploierait encore utile- 
ment la méthode de levé par direction. Supposons qu'il s'a- 
gisse du canton tVYkS : on mesurera avec le plus grand soin 
une ligne qui traverse le terrain entièrement ou presque entière- 
ment, par exemple la droite AV qui joint Formeau A' avec 
l'angle nord de la maison B'. Ensuite , avec Pëquerre d'arpenteur, 
3n rattachera à cette ligne le plus d'objets remarquables que 
l'on pourra , ou les points que l'on jugera les plus propres à 
fournir des L'gnes de construction; puis, les regardant comme 
its points trigonomëtriques , on opérera comme précédem- 
ment (6), 

10. Kernarc{uonft «^ue le système de deux droites pourrait ser- 
fir à la rigueur pour délermîner toutes les lignes droites qui lî- 
nitent les parcelles : car ces lignes, prolongées suffisamment» 
es couperont toujours ; mais , outre que l'on doit éviter les inter- 
«étions faites trop obliquement, il convient de n'employer les 
»roIoDgemens qu'avec beaucoup de réserve (72). 

11. On pourrait) dans le cas actuel, lever très^rapidement le 
lan que l'on désire au moyen de la planchette. La plancbttte 
^'est autre chose qu'une petite table carrée de 40 à SO^"* de côté, 
mobile dans tous les sens sur un plateau, porté par un genou 
pie soutient un pied à trois branches. Le géomètre qui veut faire 
m leyë à la planchette doit être inuni d'une feuille de papier 
pfil tend sur la table (pour mieux conserver cette feuille de 
ispîer on est dans l'usage de la coller sur de la mousseline), 
Pun crayon, d'un compas, d'une échelle et d'une alidade à pî^ 
Mlles très-longues, ou mieux à lunette plongeante. €ette lunette 
ist portëe sur une petite colonne de cuivre fixée à une v^Ie de 
néme métal, et son axe optique décrit oa plan parallèle à l'arête 
le cette règle. 

Après avoir tracé une brisée qui suive à peu près les sinmsitéf 
In contour <FT/kS, on placera la planchette horizontalement 
m S^ et l'on marquera sur le papier un point S' qui corresponde 
lien à S. On emploie pour cela un compas à pointes lecourbées, 
lont les branches sont assez longues pour atteindre au centre de ^ 
« planchette. A la pointe inférieure est suspendu un fil à plomb | 
ity lorsqu'il répond juste au point S , l'autre branche marque 

24 
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exactement le point S\ An reste un peu d'habitade supplée frèi' 
bien à cet instrument. €ela fait, on piqae une aiguille loiîcale- 
ment an point S', et, appuyant Validade sur cette aîgiuUe, on b 
pointe sur un jalon planté en L Alors on tire' aa cirajon vue 
ligne indéfinie le long de la règle et du côté de l'a^otUe; pais oo 
fait chaîner Sr, ainsi que les petites perpenficulaires que I'm 
juge nécessaires pour relever le chemin qui long|& cette Ugne^ en 
ayant soin d'ailleurs d'arrêter en même temps toiAes les dWisîonf 
des parcelles que St traverse, et l'on rapporte immédiatemait 
toutes ces mesures sur le papier, ce qui donne le tracé du chemiB 
qui limite notre canton à l'ouest 

On va ensuite s'établir en t, en ayant soin de placer le poîoti 
bien verticalement au dessus de ^ On oriente îa pJaaebàtîe^ 
c'est-à-dire qu'on la fait tourner jusqu'à ce que l'alidade placée 
le long de S V se trouve pointée sur le jalon qu'on a laôssé en S. 
€ela fait, pour relever l'angle S f F, on fera tourner l'alidade au- 
tour de l'aiguille f jusqu'à ce que le rayon visuel passe parT, d 
l'on opère alors sur ^F comme on a fait sur S r, et ainsi de sdlfr 
Arrivé en /k , on y aura une preuve de l'exactitude de Fopératioi 
si le polygone se'Jèrme bien, c'est-à-dire si, après avoir dirige 
hV sur ktif le rayon visuel ^'S' coïncide exacteaieoeaveeVafi- 
gnement&S« > . 

€omme il est importent de vérifier fréquemment son traw^f 
CD aara eu soin, pendant que Von était en S, de diriger Vttliâ^ 
sur un objet remarquable , tel que l'arbre isolé A', et de le repi^ 
senter sur le plan, en répétant la même observation an point f / 
alors, quand on sera en Y, par exemple, et que l'on aura oriéol^ 
la planchette, on mettra l'alidade sur a'T', et le rayon visnd de^ 
vra aller passer par A*. 

Le géomètre, après s'être assuré que son polygone ferme ihÂsa , 
se transportera en R pour y relever l'angley^S, etjioesorer 
^fy en ayant soin d'arrêter en même temps aux diwons des 
parcelles qui aboutissent sur cette ligne, et il ira ensmlefeire 
les mêmes opérations an point Q et sur Qg; et, si en outre il a 
mesuré les divisions de es, il se trouvera avoir déjà deasmé tooT 
le canton Stuvgfx. Il chaînera ensuite vjr-poar déterminer le 
point y homologue de ^; et, en mesurant les divisions de /Sp 
il pourra dessiner le plan de uz. Pour vérifier ses opérations. 3 
placera le pamt z' directement au dessus de z; et en oriesbifc 
la planchette sur A', il verra si Palidade dirigée par le 
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et par le point M'^ par exemple, répondra ao jalon M. Sans déran- 
ger la planchette y il relèvera les droites zB^ eCsE*, etil n'aura 
plus que qnelqaes mesures à pk'endre avec la chaîne pour term- 
ner son plan* 

12. Il 7 a une seconde manière de lerer à la planchette, qoi 
ne s^emploie guère que quand une seule base est accessible. 
XHe consiste à relerer tous les angles que forment arec cette 
base, que nous supposerons être St, les rayons visuels dirigés 
de. ses deux extrémités à tous les points qui forment les sommets 
des difiG^rentes parties, telles que tv^vz^zuy D'E' , dans les- 
quelles on peut regarder le terrain comme décomposé (34^; 
mais on sent que ces sommets seront d'autant moins bien déter- 
, xniaés que les lignes qui les donnent par leur intersection se 
.couperont plus obliquement* 

An reste cette seconde méthode est très-commode pour des- 
sbier le canevat d'un plau , lorsque ce plan doit embrasser une 
grande étendue de terrain ; elle est même la seule qœ Fou puisse 
employer arec sécarité dans les rochers escarpés et dans les lieux 
Irè^inclinés. 0n peut encore l'appliquer très-utilement à la dé- 
termination des points «econdaires. Pour cela on se transperte 
aveo ttoe plaiwhette sur- trois ou qaatre des signaux qai sont 
sur une même fouille du plan, en évitant toujours les interseo- 
ttons trop obliques* 

13. La planchette présente cet avantage précieut, que le géo- 
' mètre qui l'emploie voit Fimage* fidèle des lieux se dérouler suc* 
cessîvement sons ses yeux à mesure qu^il avance, image dont il 
peut à chaque instant vérifier l'exactitude , et qu'en rapportant 
ainsi tous les détails du dessin à la vue même des objets, le ter- 
rain sera certainement mieux figuré que quand on se borne i 
coter les mesures sur un registre, pour exécuter ensuite le plan 
dans le cabinet Néanmoins les variations du papier, occasionées 
par les influences hygrométriques de Pair, la difficulté de main* 
tenir la planchette dans une position invariable parle vent, l'im- 
possibilité de travailler par la pluie, même la plus légère, doivent 
lui faire préférer la méthode d'arptntage par direction* 

1 ^» On peut encore parvenir à lever les détails d'un plan avec 
la boussole , et cet instrument devrait même être prtféré à tout 
autre, à cause de la promptitude avec laquelle il permet d'opé- 
ter, «ans les brusques variations auxquelles Paignille aimantée est 
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eipoaée (a). Toutefois on l'emploie avec avantage pour rdever 
les sinuosités d'une route ou d'une rivière, les ccxitours des pe- 
tites propriétés, les Oes de maisons, pour tracer des routes îf» f^ 
une forêt, etc. 
Fig. sso. La boussole se compose d'une aiguille aimantée posée en équi- 
libre sur un pivot extrêmement aigu, et renfermée dans une boite 
carrée de 2 à 3 décimètres de coté, ainsi qu'un oerde de mâal 
divisé en 360% de manière que la ligne — 180^ smt parallèle à 
nn des cfttés de la boite. Ce côté porte une alidade à visière, oq 
mieux à lunette, dont Faxe se meut dans un plan qui lui est pa- 
rallèle. La boussole peut tourner sur on pied à trois branches, 
comme la plancbette. 

Supposons que l'on veuille dessiner le conrs d'une rfrârer On 
F%. IZî. commencera par planter des jalons A , G , E, G, I , ampomla cp^on 
jugera les plus convenables pour former une brisée qin snive à 
peu près les sinuosités de la rivière. On placera ensuite la boiK* 
sole horizontalement en A; et ^ en dirigeant la visière sar le 
jalon G, on lira le nombre de degrés indiqués par la pointe bleue 
de l'aiguille, et on Pécrira sur le croquis, dans l'angle que ferme 
avec AG une petite ligne que Ton aura tirée pour reprâenter 
cette aiguille. On chaînera AG, et, chemin faisant, on mesiuav 
les petites perpendiculaires élevées sur cette droite pour déter- 
miner la sinuosité AMB. On arrêtera d'ailleurs au point B oix A€ 
rase le bord de la rivière. On répétera successivement les même» 
opérations aux points G, E, G. ... et sur les lignes G E , EG^ GL . . • 
(pour éviter les erreurs, il faut pointer constamment du même 
côté^ c'est-à-dire amener toujours l'alidade à sa droite on à s» 
gauche, et lire ainsi les angles consécutivement depuis zéro jus- 
qu'à 360^) et l'on sera en état de tracer le cours de la rivière (&}, 



(a) Cette aiguille ne se dirige paa vers le nofrd , comme on le dit onSbcihe- 
ment; mais |èUe prend une position qui reste à fort peu prés la mène, «iftnale 
même lieu, pendant un intervalle de temps assez courte quelquefOioU, par 
exemple. L'angle qœ la direction de l'aiguille aimantée fait «vec la xnétî- 
dienne se nomme U décUnaiwm. I<'amxiaire du bureau des longitudes donne 
cet angle chaque année. Il est actuellement de 28o4' en allant vos l'ouesL 
L'approche des corps femig^eox déviant l'aiguille de sa direction, Q faut 
avoir soin , quand on approche de la boussole, d'éloigner tout ce qu'on pour- 
rait avoir de fer sur soL ^ 

{b) Remarquons que l'anglff BGG'est la diflirence des angles observés NAC 
;et IfCE, et qu'ainsi l'angle ACB est le supplément de cette dinrérenoe. 
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«t de le rattacher au reste da plan, si, ayant placé la boossole 
snecessifement aiu deux pointB P et Q d^a fixés sur le plan par 
un travail préUminaire, on a mesuré les angles formés par l'ai* 
gaille aimantée et les rayons yisuek AP et AQ, ainsi que l'angle 
IfPQ. Pour cela on fera au point p du plan deux angles respecti- 
vement égaux à NPQ et à N PA , et les droites npetpa représen- 
teront les directions de l'aiguille aimantée et du rayon visuel PA» 
On mènera au point q une parallèle k pn; et, en iabant l'angle 
nqa =3N(iA , on déterminera le pcnnt a homologue de A. On 
mènera en ce point une parallèle à pn ; on fera l'angla 
nac =:NAG; on donnera à ac autant de parties de Féchelle 
qa'cm a trouvé de mètres dans AG ; pub, en répétant successive* 
ment aux points c , e , g. . . . . les mêmes constructions qu'au point 
ay on décrira la bris^ a ce^i. . . . semblable à AGE G L . .(335> 
1\ aéra alors facile d'établir sur ses côtés le dessin des sinuo- 
' sites de la rivière (442). 

Si la largeur de la rivière varie sensiblement, il i^y aura qu'à 
diriger sur plusieurs points de la rive opposée deux rayons vi- 
suels, et ces points seront déterminés. 

L'impossibilité d'adapter un vernier à la boussole, jointe aux 
variations régulières et accidentelles de l'aiguille aimantée , &it 
qu'on ne peut s'en servir que pour relever des brisées dont les 
côtés sont peu longs : car alors l'erreur commise sur la direc- 
tion de ces côtés est peu sensible* 

15. Nous avons donné le moyen de tracer une figure égale ou 
semblable à une autre, et qui, dans ce cas , ait avec elle un rap* 
port donné : ainsi nous pourrions renvoyer aux nfi^ 267, 326, 
355, 442 et 470, le lecteur qui voudrait copier ou réduire un 
plan; toutefois nous ferons quelques remarques qui donnent les 
moyens d'arriver plus rapidement au but Ainsi, pour copier un 
dessin, ce qu'il y a de mieux à faire, c'est de le calquer à la vitre 
ou au moyen du poncif, si la chose est possible. 

Si les dimensions de la copie doivent être à celles de l'original 
dans le rapport de m à i», on aura recours à la méthode des 
carreaux , c'est-à-dire qu'après avoir couvert le plan de petits 
carrés (pag. 106), on construira, sur la feuille de papier qui 
doit recevoir la copie, un rectangle dont les côtés soient à ceux 
du premier ! ! m ; n; on le divisera en carrÀ comme le premier, 
^ il ne s'agira plus qae de figurer dans chacun de ces carrés les 
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points qui se trouvent dans Tes Vïarrës corres^nclans de Forigina/. 

F%. S59. Ponr cela on amènera le fitài ià\a compas de réduction (a) 
à diviser les branches JLÀ'' et )lB^ de manière que OA: OA' : * m ! n t 
puis on agira comme à la page citée, en opérant sur le plan avec 
les pointes A' et B', et snr U copie avec les-poitttes A et B. 

rig.53S. A défaut de ce compas, t>n peut fkire usage da compas de 
-proportion. On appelle ainsi un instrument forme îe deux 
règles qui peuvent tourner autour <Fàn pivot 0. Sur cbiicunesont 
tracées deux lignes divisées en 209 parties égales à partir dé O , 
et qu'on appelle en conséquence f^e^ des parties é^Ies. On 
conçoit alors que, si l'on écarte l'es deux règles de telle sorte que 
la distance des points numérotés n sqU égale à une ligne du plan^ 
la distance des poitrts numérotés rn sera précisément a hpre^ 
raiera: : m ; n (352), et qu'ainsi elle sera la ligne ^aiQb^ dé 
celle-ci (i). 

DU NIVELLEMENT. 

16» Ze HrrsLUuaHT est ^opération par laquelle ondéter^ 
mine de combien deux points sont plus ou moins élevés ^wt 
que Fautre par rapport au centre de la terre. Cette opér»- 
^n exige Pemploî d'un instrument qu'on appelle un niueau, V 
y en a de deux sortes : le niveau d*eau^ et le niveau à hMe 
^air. ICous ne décrirons ici que le premier, quoique le second 
lui soit de beaucoup préférable. 

17. Le niveau d'eau est composé d^an cylindre de fer-Blanc 

Tîg. 354. ABGD de 1'°,5 à 2*de longnear de B en G, recourbé k angles 

dix>its en œs points. On adapte aux parties BA et G D deux vendes 

à boire en beau cristal, parfeitement cylindriques, et perc^ 

par le fond* Ces deux verres sont ferm& par des couverdes ea 



(a) XI «st fonné dé deux branches égales A A' et BB' terminées es poiBke«, 
^e roD nut croiser à tel point que l'on veut , au moyen de divisioas tTacèes 
«or eesdeux branches, et de rainures pratiquées dans l'épaisseor de chacooe 
d'eDe*. OA et OB resUat égales entre «Ues^ ainsi que OA' et 0B\ en voit 
AB:A'B'::OA:OA'. 

(6) On .trouve encore sur le compas de proportion différentes ligne» qui 
servent à résoudre les problèmes des n.» 1 59 et 588; celui du nP A69 et son 
ailsflbgœ pour les polyèdres,*- enfin ^ trouver le diamètre d'un ^lobe ^t dhm 
ntal' donné, otnnalisanfc celui d'dnt ^kibe formé d'un «ftdie métal. Mais I» 
lésnltaU «ont si penexacts^iiue noftis renverrons kVETWY^^pédi* métkodiipt^ 
les personnes curieuses de connaître tous les usages du compas de proportion. 
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métal semblables à ceax de nos tabatières, et doubles de peau. 
Bs sont percés d'au trou que l'on peut fermer avec un boucbon. 
Pe plus chaque yerre est maintenn entre deux plaques de mëtal 
noircies, et égales chacune en largeur an quart de sa circonfé- 
rence. L'instrument peut tourner sur un plateau fixe à une tige 
terminée par une sphère^ qui s'emboite dans le genou d'un pied 
semblable Â celui du graphomètre* 

On remplit d'eau en partie l'appareil EBCF, et l'on obtient 
ainsi deux véritables sur&ces de niveau E et F , qui tranchent 
parfiaitement sur l'atmosphère pendant le jour : car cette eau, 
étant vue latéralement, parait très^-noire, quelque ' limpide 
qu'elle soit d'ailleurs , grâce aux plaques noircies qui main- 
tiennent les deux verres. Si donc on place l'oeil dans le plan 
deâ deux surfaces E et F à une certaine diistance , comme 

<Sy 6» 7 et même 20 décimètres du tube, suivant la nature 

de «a vue , on donnera an rayon visuel une direction parfais 
tement horizontale» 

1 8. Remarquons que les points de ce rayon visuel ÂC , parallèle FIg. «55. 
à la tangente TO à la surface terrestre, ne sont pas de niveau entre 

eux : aussi appelle-t-on ces lignes AG et TO des li^es de niveau 
apparent, parce qu'il semble , à la simple vue, que tous leurs 
points soient de niveau, tandis qu'ils ne le sont pas. Au contraire 
l'arc tdy concentrique à TD, est une ligne de nheau t;ra/. Ainsi 
le niveau apparent d^un point surpasse son niveau vrai. Le rai- 

OT' 
soimement du a.^ 295 nous apprendque leur difiR^rence OP C^j 

èE qi^ainsi elle est égale au carré de la distance des deux 
points à niveler, mesurée à la surface de la terre^ divisé par 
le diamètre du globe» 

19. Supposons maintenant que l'on veuille calculer la difië- 

renée de niveau des deux points A et B donnés sur le terrain , et Fig. 556. 
-visftles Fuu de l'autre. On posera le niveau au point A, bien 
horiSKOntalement, dans la direction du point B, oh l'on aura planté 
un jalon* iLe niveleur placera' alors son oeil en 0, de manière à 
diriger son ^ayon visuel en &^ et il fera mesurer la hauteur B^, 
ainsi qutt celle de ce rayon au dessus de A. Supposons que Ton 
ait trouvé les nombres respectifs 1"*,208 et 1",585 : on voit d'a- 
fcord que le point B est élevé de 1»,585— 1>»,208=0°>,377, an 
^dessus du plan horizontal mené par le point A« Telle est la d]£fë- 
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rence de nmau apparent des deux points k et B^-Poor avoir b 
diffîrenoe de nl?eaa vrai de ces deux points, on chaînera la dis^ 
tance AB des deux termes da nirellement Je la suppose de 100": 
on divisera le carré de 1 00 par le diamètre de la terre 12732396, 
et le quotient 0,°'000785398 ou O^'^OOOS environ, exprime Vâé- 
vation du niveau apparent du point A au dessus de son niYeau 
vrû : donc la différence de niveau vrai des deux points A et B est 
0° 377 + 0~,0008==:0»,3778, c'est-à-dire que le point B est de 
cette quantité plus loin du centre de la terre qœ le point A. Cette 
différence e&t été an contraire 0^,377— O^'^OOOS, si l'on ayait 
trouvé 1^,585 et f^SOS pour les cotes respectives des points i 
etB. 

Si Ton observe qu'en vertu du principe àxx nPK les d^é-- 
renies hauteurs du niveau apparent au dessus du ni- 
veau vrai sont proportionnelles auœ carrez dti distances 
correspondantes, on voit que l'on aura désonnûa Texcès 
du niveau apparent au dessus du niveau vrai en mu\tà[çyaQt 
""''foJoo"^* = 0° 0000000785598 par le carré de la d^tance 
des deux points à niveler^ et qu'on pourra même ëviter ce caicol 
en construisant une table qui donne ces excès, de 1(^ eu tO°, 
par exemple. 

20. Lorsqu'on pourra placer le niveau à égale distance d» 
deox points à niveler, quand même il ne serait pas sur la droât 
qui Les unit, on n'aura pas besoin d'avoir égard à la différence di 
niveau apparent au niveau vrai : car la correction sera ëvidem- 
fig. 855. ment la même, puisque, les triangles rectangles GtB et Att 
étant égaux (199), les points A et G sont équidistans du oentf;| 
de la terre» 

Cette métbode a encore l'avantage de permettre de niveler oi 
espace double, partant de diminuer le nombre des coups ds 
niveau, et ainsi les causer d'erreur. 

31* On emploie, pour mesurer les hauteurs du rayon visuel 
au dessus des points que l'on veut niveler, un instrument nommé 
ifdre, et qui est très-commode* La mire est composée d^une pièce 
de bbis de sapin bien sec, àe 2'" de hauteur, dont le plan est 
Vig. S57. ÀBGD. On y pratique une rainure dans laquelle glisse à volonté 
une laogQCtte GK à laquelle on donne aussi 2°^ de longueur. Sur 
un bracelet en fer qui embrasse le nu>ntant AB GD , et est fixé à 
la languette, on attache un rectangle de tôle IK de 20*'''* de 
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hauteur, dont l'arête sopëneore répond à l'extrémité de la lan- 
guette. €e rectangle 9 nommé lei/oj^oA^estdWîsépar la droite LH 
en deoz autres , l'an noir UL, et l'antre blanc IH. Ce voyant est 
tourné du côté du ni?eleur, et les divisions de la règle du coté 
opposé. ^ 

La languette est divisée en demi -centimètres numérotés 
comme on le voit sur la figure. Il en résulte que, si l'extrémité 
înférienre de la langoette est snr AB, l'arête supàîenre dn voyant 
répondra à DG, et la ligne de visée LM sera à 190"^" an dessus 
de AB; que par conséquent, si l'on îeàt monter la languette de 1 , 

20, 30, 40 centimètres, ce qui fera correspondre les no- 

méros 190, 200, 210, 220 à la tête CD de la mire, ces 

sniaéros indiqueront , à dix centimètres près, l'élévation de la 
ligne LM au dessus du pied AB. Ainsi, en ajoutant dix centU 
mètre» au nombre indiqué par la tête de la mire sur la 
languette, on aura la hauteur de l'a ligne de visée au dessus 
de son pied. Si la tête de la mire est placée entre deux divisions 
consécutives de la languette, on évàlaera )e nombre de milli- 
mètres complémentaire avec un double décimètre. 

Si la ligne de visée est à moins de 190*^*" au dessus du sol, on 
renversera la mire de liant en bas, et l'on suivra encore la même 
règle. 

Bnfin l'on a adapté à la languette une vis v au moyen de la- 
quelle on peut la fixer lorsque la ligne de visée est à l'extrémité 
du rayon visuel du niveleur. 

22. On peut, avec le niveau perfectionné comme nous l'avons 
indiqué, et en se servant , si l'on n'a pas la vue bien longue , d'une 
lunette d'approche qu^on appuie sur un bâton pour la rendre \ 
bien stable, feire des stations de 3 à 400°* de long, en plaçant 
toutefois cet instrument au milieu de la distance des deux points 

à niveler. 

DU NIVELIEUENT SIMPLE. 

23. le suppose que l'on veuille déterminer la différence de 
niveau des deux points A et B. Si ces deux points ne sont pas Fig. 8S8.: 
trop éloignés l'un de l'autre, et que le relief du terrain le per- 
mette, on placera le niveau à peu près à égale distance de A et 

de B; puis on fera placer la mire verticalement au point A, et, 
à l'aide de signes convenus avec le porte-mire, on lui fera monter 
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on descendre le voyant jusqu'à ce que le rayon visuel passe exaC" 
tement par son milieu. Alors il lira la hantear ou la cote ka du * 
point A, et l'écrira sur le brouillon du nifellement On répétera 
ensuite les mêmes opérations au point B; et, * si Pon a Crouré que 
les cotes des points Aet B sont respectivement f^ôAS et l"',400, 
on en conclura que le second point est pins élevé que le premier 
de 1»^48— 1",*00=0»,248. 

Le coup de nîrean qoi a donné la cote du point A, et mémo 
cette cote , se nomme coup^^arrière ; et celui qm a donné la 
cote du point B, et même cette cote, s'appelle coup-avant, parce 
qu'on suppose que le niveleur se dirige de A ver» B. 

Cette opération s'appelle un nivellement simple, parce que 
nous n'avons point été obligés de changer le niveau de plsce^ 
I>ans le cas contraire on lui donne le nom de niveUemenl 
composé. 

DU IflTELLSMBMT COMPOSE. 

21|. Supposons que l'on veuille assigner la diffi^rence de niveau 
ffig. S89. des deui points A et B placés à une si grande distance Pou de 
Pautre , on disposés de telle manière qu'on ne puisse faire cette 
opération d'un seul coup de niveau. 

Si l'on a seulement pour objet de connaître la di£^rence ie 
niveau des deux points A et B, on dirige de la manière la plos 

commode la ligne A CD B que l'on doit suivre , et les cotes 

verticales de ses sommets A, G, D B sont alors les seules 

choses qu'il importe de connaître. Mais, si la direction de la 
ligne de nivellement est comoiandée par la nature de quelques 
I travaui snbséqaens, ou commencera par relever cette ligne en me- 

surant les projectioBS horizontales de ses angles et de ses côtés, 
et Ton en tracera la direction par des piquets enfoncés & fleur 
de terre. Gela fait, je tire sur une feuille de papier unel^^ 
horizontale a^ ; je mesure la distance du point A au point G, et 
j'écrb cette distance comme on le voit sor ah; je détermûie en- 
suite, comme on Pa fait dans la pratique du nivdlemeat sunple, 
les cotesf des points A et G, et je les écris perpendiculaîrement 
à ah* Puis j'opère de même entre les points successifii € et B, 
D et E» etc., et je parviens de cette manière à former la minuta 
représei&lée dans la %nre. 

Si le niveau n'avait pas pu être placé à égale distance des 
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points C et D , par exemple; s'il Yavmi été à ftO"" de G et à 90 de D , 
DXK aurait écrit 40 à la ganebe de r sur a 6, on aurait fait eDSofttf 
nue petite croix sar cette ligne, etl'on aurait écrit le nombre 90 
à sa suite; et, si l'iostrumept avait été placé au point G lui-même, 
on l'aurait indiqué en n^ettant une croix sur Gc« Dans les deux 
cas on devra avoir égard à la différence du niveau apparent au 
nÎTean vrai. . . , 

Maintenant, pour déterminer la différence d^ niveau des deux 

points extrêmes A <çt B, on n'amra qu'à prendre la différence entre 

la somme des quantités dont il faut s^élever et la somme des 

quantités dont il faut descendre pour aller de l'un à l'autre; et^ 

comme on calcule la hauteur dont on doit monter ou descendre. 

pour aller d'un point D à un autre E^ en prenant la différence 

entre le coup-arrière donné sur lé premier et le coup-avant donné 

sur le second, on eu conclut que, si Ton prend la différence entre 

la somme des coups-arrière et celle des coups-avant, on 

aura la quantité dont le deuxième terme du nivellement est 

plus haut ou plus bas que le premier y selon que la somme 

des coups-arrière sera plus grande ou plus petite que celle 

des coupS'^Lvant» 

25. Les doubles cotes qui accompagnent chaque verticale 

Gc, "Dd nous indiquent, ainsi que le montre la figure, que 

les points G, D sont comparés à diverses horizontales; 

mais il est évident que, s'ils l'étaient à une seule, la différence 
de hauteur de deux points quelconques serait la différence même 
de leurs distances à cette ligne* Pour ramener le nivellement à 
cet état , on prend une cote d'emprunt AA' dont la hauteur ex- Fig. 84a 
cède le point le plus élevé du profil, et on la substitue à la pre« 
mière Aa« Dans notre exemple il suffit de faire AA':=: 4™. J'aug- 
mente donc la cote du point A de 4° — 1",648=2"",3525 par 
conséquent, en augmentant d'autant la cote du point G, je n'au- 
rai pas altéré la différence de niveau de ces deux points. Je 
prends donc1",/il00+2%352=33°,752 pour nouvelle cote de G. 
Hais f augmente ainsi la cote-arrière du point G, \^,1^7y de 
3",752— 1 V57=1",995: donc il faut ajouter cette différence 
à la cote-avant de D, ce qui donne pour nouvelle cote de ce 
point 1° 500 + 1°,995=3",495, et ainsi de suite. 

Gela fait, je rapporte graphiquement mon nivellement à une 
seule ligne de niveau, en prenant une échelle pour les longueurs 



380 ou HITBLLBMIHf GOMFOfti. 

et une autre pour les haotènra (ordinaireme&t la secsonde af 
tripk de la première); et une simple soustraction suffit aion 
pour nous montrer que le point A est plos âevë que B de 0^,850^ 

26. Pour feîre la preuve d'un nivellement, on le reoooiinenoe » 
maïs en allant de B vers A» et l'on écrit les nouveUes cotes à Ea 
suite de celles du premier, comme si ces deox tiivellemens n'en 
fiûsaient qu'un seuL On ajoutera ensuite tous les ooups-arrîêre^ 
pareillement tous les coups-^ivant, et, si les deux sommes dif- 
fèrent très-peu, on a de grandes probabilités d'avoir bien opër^ 

27, Non-seulement le terrain peut cbaoger de forme sur h 
longueur, mais encore sur la largeur de l'ouvrage qu'on se pro- 
pose d'exécuter: il feut donc encore niveler le terrain sur m» 

FIg. U9. largeur convenable. Supposons que la ligne AGD. .... JS re- 
présente, par exemple, l'axe d'une route qui doiye anoîx V2^ ^ 
largeur: pendant que le niveau est en M, on fait porter U mire 
successivement aux points A. et A» situés à 6*° de A sur une per- 
pendiculaire à la direction AG, et l'on écrit sur un petit prbQ 
tracé au dessons de A les cotes trouvées 1^,75% et 1°^,&50. Od 
continuera ensuite de prendre des profils en travers aux points 

F%. 640. G, D B, et, aprèi avoir réduit tous ces profils à la mètae 

surface de niveau que le profil en long, on les rapportera m 
suite graphiquement 



FIN. 
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Pagb 17* tignt à. en remontant, BD, lisez CD. 

— à\ , b'gne 8, OA, tCsez OC. 
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— 1 56 , {l'gvitf 20 1 Daiu les deux cas , etc. , Usez OX dans le prenùer (£< 

et AX dans le second résoudront le problème. 
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— 161, figne 10, supprimez cette pkriise. 
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— 176, Ugne 2, GK , Usez GH. 
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— 226, Ugne fi , AB'" AB*^, Usez AB'" et BB'\ 
^ 265, /i^ne 12, SDI, Usez SOI. 

— 279, ligne 20, inverse, etc., //«car même des carrés de IcuRcfctanccs 

aux disques qu'elles éclairent re4>ectlTei&cnt' 
^- 287 i ligne 10, une pointe d'un, lisez un. 

— 299, ligne à, 661 , Usez 208. 

— 529, ligne 1 en rem., A'B'a, /i«V2 A'fiV. 

— 551 , ligne U, CKDGG , lisez NDGG. 

•^ 556, Ugne 14 en rcfn.> Fig. 512, lisez Fig. 511 iiis. 

— 558, /i>ne 15, AG, lisez AM. 

— — iigne 15, AM , {{«e^ AG. 

— 541 , ligne 4, ajoutez Fig. 515. 

— 551 , ligne 12, A'B, /i*cz A'B'. 
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